
Ch
.
3 Bayes推論 の基礎

§3 . 1 確率推論

ろ、 1.1 確率密度函数 と 確率質量函数

が 倐 ) ERM の 実数値函数 pH ) が次の 二つ の 条件 を みたすとき
、

附) を 確率密度函数 ( probably density function : pdf ) という 、

(1) p (か 3 0
.

(2) /附 ) dx = 1
.

各要素が離散値 の が側は" に対して 、

実数値函数 pH ) が次の 二つ の 条件 を みたすとき
、 pH )を

確率質量函数 ( Probability mass function : pmf ) という
、

(1) pH ) 3 0 .

(2) たが ) = 1
.

pdfや pmf で 決め られる で の 分布 を 確率分布 (probabilisticdistribut.in ) 、

あるいは 確率モデル (probable Model ) という 、

3
.
1

.
2 条件付き分布 と 周辺分布

。 二つ の変数 n . y に対する確率分布 p (ray ) を 同時分布 ( Joint distinction )

という
. N ) = / Play ) dx

の よう に して 一方 の変数を積分で除去する操作を周辺化 (marginalRation )

といい 、 ply ) を y の 周辺分布 (marginal distinction ) と いう 。



. 同時分布が、 y ) で y に対して特定の値が決められた とき の

で の確率分布を 条件付き分布 ( Conditional distinction ) といい
、

次で定義する :

Play ) = がいい_
p (y )

「
y は の分布 pH y ) の 特性 を 決める パラメータ の よう な もの

」

と 解釈できる
、

.ph ly ) は 確かに pdf に なっ て いる
。

国 phdy ) 3 0 は 明らか 、

fpfxly ) da =

1両分 (ray ) dx =

1

,可門 ) = 1
.

圏

u 同時分布 が

Play ) =

p (a) p (y )

をみたすとき
、
OC と y は 独立 ( independent ) と いう

.

. ある同時分布が与えられた ときに
、

そこ から興味の対象 となる

条件付き分布や 周辺分布を 算出すること を Hayes)推論 という
、

3. 1.3 期待値

← 分布 帆 ) に対して
、
函数 物) の 期待値 (expectation ) は

騚は明 ff䘏 (か d

と計算される
と
西は明 とか 区は明 とか書くこともある 。



・ 二 つ の確率分布帆 ) と q(かに対して
、 9の 1つ に対する

仏 1 1 hack-Leib Ier ダイバージェンス (仏 1Back - Leib Ier diVergine ) を

Nq甽唎) に仙が log擶 da

= 辰[ log qが 一 区悧剛
で定義する

。
気 が p よりも q から 出た と考えられる 度合い 」 、

より正確には

t

Ott
: 尤度比 ( Like liked ratio )

.

帰無仮説門 ) を棄却できる かどうか

p (か を調べる ため の 統計量 」

KL-divergev.ee は q を 真の分布 とみた とき の対数尤度比擶 の平均
。

「

→ KL-diuergev.ee が大きい 」
とは

「
平均的 に分布 q の 方が P より も

「

尤も らしい 」 という こと
. P は q の分布 から かけ離れて いる

」 。

• もう少し深入り してみる 。

o Hlq )- Eq[ log qHD は 分布 q の エントロピー (Entropy ) 。

「

分布 q の 平均 の情報量であり
、 q に 従う 事象 の 予測 の難しさ を表す

.

( つに る ) ← p に従うならa) の E [0 .
1} .PH ! (がい だいたい がる になる

.

q (か = 0 .
5 t つに O かついる か はっきり しない

.

H ( p ) = -0.910909-011090.1=0.14
。
HW > H (か なので

q の 方が 予測 の難しい

Hq) = 一 0.510g 0.5-0.510905-0.30 分列



o H ( qp ) に 一 辰[ log帆)] は 分布 p の qに対する交差エントロピー (態-py )

真の分布 を q とみた とき の負の 対数尤度 - log p (か の 平均
、

「
→ 小さい ほど 分布 p が尤もらい t.ie .

. p が q に似て いる」 .

.肌側がいた Hlqp) -HW.KL-diverger.eeは
、

「

p の 9から の解離度」 に もの複雑さ
」 を 加味した

値 になって いる .

五、 任意の pq に対して Dklq甽唎] 3 0 . (Gibbs の不等式 )

(等号成立 は qa ) = 附 )気 の とき )
っい

た 以下の 不等式 を利用する
、

人

log seen - 1 ( n > 0 ) |ーーっ た

(等号成立 は つに 1 の とき
、

)
" '

叱幽門内側蠮が

ニール(か 109蠮が

>
、
_ fq (か (擶ー り

-.- fpbdtfqdiO.mn?YmEf
等号成立は 居留 は a が ) = q(か の とき

、

圏
は

、
Jensen の 不等式 を使っても示せる

、



o KL-divergnce.la非対称的 i DNP 11qHDNqllp 1 .

(定義式 から 分かる )

・ 三角不等式 も満たさない 、
実は

「

距離の 2乗」 のような性質 をもっ 、

f 詳しくは情報幾何 の 本 を 見る こと
.

→ KL-diuergev.ee は 距離」 ではない 。

「
d. 後々 に 真 の 分布 p に 近似分布 q を 近づけるため に

は [ q 11 p ] を 最小化する 」 といった操作が 出る 、

上 で は
「

q を 真の 分布 と考えて P が qから どれだけ解離があるか 」 を

見て い た ので 少し違和感 が ある .DK、 [pH q] を最小化すべき で は ?

.DK、 [ p 1 1 q ] を Forward

KL-divergence.DK
、 ( qllp ) を Reverse KL -dergente という

、

r.forwarddivergenceD.IMq] では 、 q(か = 0 となる が
。
絶対連続性

」

被積分函数が発散する .DK、卵幻 の最小化では q(か = 0 となる

の に対しては PH) = 0 とならざる を えない (対偶を とれば , PG) > 0

なら必ず qk ) > 0 と なる )
. P の 台 (正値 となる と こう ) を 覆う よう に q が 決定 、

_

やった!欒布
で



一方
、
豚[q 1 1 p] では 、 門) = 0 となる が 発散する ので

、

最小化する と 帆) = 0 となる が q(か = 0 となる

( q(か > 0 なら 門 ) > 0 )
. p の 台 の 一部 にフィットする よう に q が決定

.atた灥修で

o どちら を最小化するか は
、 やり たい こと に よる

t.DK
、 [qHD の 近似計算は 、 9から の サンプリングが 必要

、

→ q は 簡単な分布でない と計算 が できない
、

3. 1.4 変数変換
t.fiが→が ibije.ae (逆写像 f ' が ある )

g
= f(か と 変数変換する

、

についての pdftp. (か とする . g の pdfp、 (y ) は どう書ける か ?

DER
"

と する
.
C に は ER" IfMED } = f '

(D ) とする 、

ED のfによる逆像 .

Nge D ) = P(物) ED ) t
f

= Planet ' (DD cDNA」 DD
= Pは EC )

.



附 ED ) = f p,1g )dg.PHEC) p.am 、
重積分の 変数変換

= f がげ (か ) lda䄅 1dg 、

一 が

ここで
、 器 は f

'
の Jacobi行列 で

、

斵黶: 𠠇 (影 -

de 䄅 は Jacobian と 呼ばれる ?
変櫆 の 麻黄拡大率」 を 表す

、

と) の 式より
、
変数変換 の 公式 rp.ly ) dg =肭 )dx

Pg (g ) = が ( f
'

(y ) ) | de拳 1 と 覚えておく と 思い出しやすい かも

を得る 。

ex) Gauss分布 に 従う r.v.sc を tanh により 変換して y = tanhhc ) の

分布 の pdf を 求める .

2 についての pdfip.la ) =Mn 1µのに
「

一城-お (っいり
、

熊料※ぜ ) =

(ど こ

※!!が「
= 1 - onhim

.

= 1 - 5 .

( > 0 )

i.料斵た
i. pyly ) =

'

_城なしで唎)が) 2

が 、



y = tanhh ) = で!※ ←→ (どど ) y = どーど

⇐> (ど+ 1 ) y = ビー 1

⇐っど ( y - 1 ) = -

y - 1

⇐> ど =

is
コ、 y

⇐、 2x = logt
a a = I logt.imに (y ) =がgt.i.p.ly/='_expfEHlogtが) 2

が 、

3. 1.5 グラフィカルモデル
、

、 グラフィカルモデル ( Graphical Model ) i

確率モデルに存在する複数の変数の 関係性 を 有向グラフ で表したもの
、

DAG ( directed acyclic graph :非閉路的有向グラフ ) による表現を

考える
、

o 頂点 は 変数 に 対応 、
辺 は 変数間の依存関係を表す

、

• ある変数の が与えられる と y の 分布が定まる ( p ( y Inc ) iy は 2 によって

条件付け られる ) とき
、
頂点 に から y へ 向かう有向辺 を 張る

。



a) 3変数 n
. y , z から なる確率モデル

が y 、 z ) = pH yz )が𨸟 )

→

t T
④

ex ) パラメータ 0 に 依存して N個 の変数 で は
、

いい
、 つけ が発生 する

確率モデル

PH .
0 ) = 1つは 1 0
_

佻)飡喇叭が .

尤度函数 翦分布 ( prior distinction )
(LikeMood function

→ Liga
では表現

H i観測データ の ときは 上 の 図 を

④ーー
. . . . . .
0

など と塗る ことで観測 されている こと を表すことがある
。



§ 3 .
2 指数型分布族

3.21
、 確率分布の例

.

0 1次元 の Gauss分布

.pt/Hafu.i)='-exp(-1ni).rER:平均 パラメーター が 0 : 分散パラメータ
.

. 瓯い
たが

区 (ゴリ押し )

転炉は

※ 、
「

一城前にべ) いた詩 .de颸
= 注ぐ(Vitor )でdt

=凛などで
dtt春だ。

こ ぼだにりどりん、 十

µ
Gauss積分 、

=E

澐はば埀
= 0

=

r . 囹

( パラメータ による微分を利用する )

酗い
た1

=[ aMohr) dx
こ た (ru )Mali ) dx



iuEMate +ド(a.NMnlr.ru
= 1 ( り pdf の 全領域での積分 )

=

r +だ (ou )
1

- expにお (ru )
2

) dx

w. +0/8'-1た叺なしで川 dな 微分 と積分 の

でなさE_expfta.mu/eee
順序交換

、

ニコ ( り 被積分函数はル(n 1µ 、 のり )

だが (もり
こ

が 圏

T.ir ] この

日 ( ゴリ押し )

kin ]

= 心 ( ru )
2 '

_咷前にべ)
datt.TTでぜdt

) 部分積分

噐 (𥫣どりた 「唯一
=東・T

= が 囹

( パラメータ による微分を用いる )

以下 では 精度 パラメータ 入 に ま による微分 を利用する 。

Mala . N = 涪城でいいり .



kin ]

= 合 ( per )
2嗉叭士 (an )り dx

✓達が (ve )袽 (さ (an )り de

=嗉いた (Eexp に弘が川が
) 微分と積分の 順序交換

= -2境で今epはにがり dxOder
Gauss積分 e

- 2礛凄
=かには前 )

= i
= が

、

風

0 M次元 Gauss 分布
、

pdfi Mallet ) が_ expは (かがごく蜊 )

y ERM
: 平均 パラメータ

.IE/Yn(R)i正定値 ( I > 0 と 書く ) 共分散行列

-職硇たが
四 職硇 )

= / MacMail yet ) が

yT.in/Haly.Dde+knHy)Maly.Ddx=I



が側がかんぶ幽城派がごく蜊 )dx

ここで 、
で 対称 なので ど : 対称

、

← セ =がより (どにいた か 。

微分公式 乱がAx ) = 2が ( A :対称 ) を使う と
、

o

- expは (かがごく蜊 ) と 合成函数の微分 、

=

apは (y )では洲 幸 (ま (かがご眠り 」合成函数の微分 r

= 城派が感_は21で何かな興
=

exp (ま (かがご(TN -E
'

(ayu ) ( - IM ) ) ベクトルのベクトルでの微分
、

→ Jacobi行列 、

= で (xx) expは曜)ではが

よって
、

職。卯

= が 己 人が 、 、が一飛城では沖では h
=

が 己幸利どー城では沖で微畑

-_-
yt 己 (なり

= 2 に 被積分函数は paf )

=が 己0

は 、

関



Nr的t.IEまず
、
以下を Fact と して使う (Cholet分解 )

[Fact ] A > 0 <⇒
ヨし i た角行列

、
対角項が 正 st

.

A =LI
.

I > ○ なので
、 己

"

> O
.

← 己 の 固有値が 入っ 0 (に 1 .いい なら

己な 固有値 は 心 > 0 (たが、 M) になる .

E
'

= t.LT と Cholet分解する ことで L を パラメータ として扱う
、

AHH .
L ) =

比は

區邸にも何かな以
の
碧

、なので心をとっても同じ

=

蚍

歴邸にまでががんでは玔 )での性質

で(ABC )

=

蚍

巫邸にまでは(xx) (TRD .

こ た (CAB )
、

[Claim ] AE MNR ) i対称 と して Etr (NAL ) = 2AL .

EL = ( G ) 、
A = ( G ) とする

.

菏では「AL ) = 菏喜はないmm
満点 点 悪 bmasihm
漕駹 (無 astltmtl.me嵆 )
𤹪 aist感, asi
= 2 焱 ay

てない Ai対称 )

= 2 ( AL )y .

圏



以上 の Claim を利用する と
、

Eep (ま (y )など(ayu ) ) の 合成函数の微分
、

=

epは (y )など(T ) )昔は (y )など(T ) )

=
一 で城派ががいがたけば(xx) (っい-_-かなり

対称行列
=

一派が坳がで(xx) ) (xx) (TTL
= 一 (TKT )都は (唎など(TDL 、

よって
、

We )は]
=金曜 )はバル側が dx

省 (TKT )
「 蚍

歴邸は何が心(T )d
= (鵠嶽岳城主 (y )など(TDDで 微分 と積分の

順序交換

-𣝤は自邸は (かがないが甽ど
と

⇒𣝤 (tekMakin )甽ど/
Tat

- date (た (de )りど
= detL '

(こ分 deth)ど
= (deL" (Edel ) で

、

[Claim] EduL = (de L )はT.IELij i 人 の 第 i行第 j列 を除いて できる 小行列
。



△ヅ に州 dethyili.it余因子 。 f に依らない
第 i行 について の Laplace展開 : deiL = 犇 lita
を 用いて

菏 det L = 喜 葉0に こ 達 d Oid
Lの 余因子行列 G (L ) に ( △ ij ) に対しては 、

ド =

2

- ( Cofはげ

が成立する ので
、 菏 deL = ( detL ) 4より笏 、

園

いT.it
t.ttばだ

=には"

これくらい
2 (AB )に By

一、 (どグ

= E
.

圏

d. 直接

h.。卯 = 金 (TKT )
「

NNN )が

を計算する のも アリ
.

で対称 なので
、
Ni 直交行列 st

.

E
'
= Udiag (N . . . . .

入がじ
、

これを 用い て
、

どこ Udiag術 、浦心 Udag術 . . . .
剛はごど



(己士 > O に なっ て いる ) そこ で 、 区 に 正文がy ) とおく と
、

かに も気
、
( Tky )たど球で

しかがどくかが 他数がで何が 硇
。

変数変換の Jacobian は
r
det (AB ) = detA.det B などを利用

.de豊 = dei (ど ) = (detが
、

y.唎
=ジ (金 返が

よ

__ ep (ながが (detty)ピ
=

2

繭で偏 球城概側だ 。

扁球 expは遠 ) dz = AT IM と なるので (*Exercise *)

hm的 = E
.

と
が側 として頑張って計算する

。

o Bernoulli 分布
、

2値 を とる変数 の e {0 .
1 } を 生成する ため の分布

.

f
'

成功確率
"

を表す
、

pmf 、 Bern ( x 1 µ ) = ベ ( 1µが. ne ( 0 .
1 ) : パラメータ

。

Benny
G ] =

四 区にいたがたびにがた ではが ve 圏

・ 岏いた] こ

µ ( 1が 、

区 厭いにくい 1 = 0
.

"

厭い幻 - Emma

NunN = En!がり 1 - EBernalが厭い田泚が儞



の カテゴリ分布 。
Bernoulli分布 を D値 に拡張したもの

.

SE { 0. 1邗 かつ 超 Sd = 1 と なる Onehot ベクトルを生成する
、

pmf : Cat ( が酒忒 、
元 = (劉 E 10吟唱が 1

.

0 T.tw [s ] =

T.ESに { add : 1
.

. . .
.

D } ( en = ( da )で標準基底 )

厖、知[s ] = 点 s 感忒 = 悪 Ted = が 圏

・ T.is ] = diag (N - ただ
、

区長咷 た点が感樲 淳T.eidiagw.ieが長いのは7 -長、
姚飛咷が

二 diag (N - 兀だ
、

圏

の ガンマ分布 .NO を 生成する分布
.

pdfi Gam (Nab ) =
が
_ で e

が
、 a.

b > 0
.

The ) - /ではどdt ( n > 0 ) i ガンマ函数

- 卩( つけ1 ) = 2 TH ) に
、 、 整数の とき

、

1でいた が 一

四 Platt ) ガンマ函数は 階乗の 一般化
.

.

./で dt

= トでいた 十%ではEdt

ニ、 1た )
、

関



a

0時amlab ) [D =

5

区 Eau [D
= ドル だが 心とが d

=

が
一ドルとが
di.ba/TatI)=~T/Gam( 入エ t ManiaNa)

= 2

= が 、

図

・ T.nl ab) に] = は
四 辰

、いい [円

= ドルだが 心で' d

=

が
一人だとがdi

=梏蔭
=

と"ただ 、

than卯辰いい[月 - Eau [がな 圏

3.22 Gauss分布の計算例
.

o HERD
,
H = 像 ) 、 の ERP が FRB (DiDi Da ) とする

.

p (か
=

p (xx) = SHの 1 y 、
己 ) とする

。
( D次元 Gauss分布 )

が鏃㵤 噞𪀯 : Wii



精度行列 ( Precision matrix ) : 1 i = で
、

1 = は.lt (かな
D、 D2

区 ( ブロック行列 の逆行列 )

AEM (R ) .BE Mnm (R) .

CEMm.nl/R).DeMm(R)iregular.M:=ABDC(Schur
補行列 ) : regular とする

.

i
-M 'が )

.

⇒ (て 別
"

= ( cm が DCMが

区、
行列 に 別 の 基本変形 を 行う

.

以下
、

→ で 基本変形 を表すもの とする
。

( て 別 たが x (行基本変形 )
が

→ ( A - 1然 f )
「いいと ) (列基本変形 )

→ ( は 別
、

これを基本変形行列 を 用いて書けば
、

1 を 爕 )に 別像 で怡 が
、



⇐っ に 別 =興が品 ) した 別
両辺逆行列 を とっ て

、
) ( XYハゲが

して 別垢を 蚪 (ながな 斲
=像 利は 別(理が
t.pt 眺望 )

ftp..IT?開明 )
.

圏

・ 五 より
、

1 1
. 1

= ( たiた、2
已がた

、1 "

12.2=-1い た。 己が
、

12.で 己が で 品 1い ただ 、

この 1に は
、
次の Sherman - Morrison -Woodbury 公式で求まる .

E ( Sherman - Morrison - Woodbury )

AEM (R ) i regular , De Mm (R ) i regular .

Be Man (R) 、 CEMm.nl/R).D'+CABi regular

⇒ ( A + BDC )
"

= A
'
- AB (が CA

'
B )とべ

、



E ブロック行列 の基本変形 を考える
.

r
列の交換行の

麓だ。 ) は 別結川蜊
、

両辺逆行列 を とる と
、

- 1 - 1 - 1

(結 ) は 別に%で 俗 が
⇐っ し て 弟に ぽ な烙印 (結 ) が

上の日 より
、
M = A + BDC

は 別燃料
船が啖 べ - AB (だいがくべ )
が ) の 左上 ブロック を 比較して

、

( At BDC )たべ-AB (が CAB )とべ
、

風

Pe Mn伋 1
,
Re Mm (R )

、
PR 〉 0.BE Mm (R)

⇒ (が+13だが BR '
= Pが (

BPBTRP.EP.NOより R
'

+13かは > 0
.

SMW公式より
、

(が BRBに P - PBT Rt BPD )が?



( D
'

+13
「RB )など =

PBR-PBTBPBTRJBPBR.lr.h.sn) = PBT BPBTR川( 13拽+R )が-131礀
= 明 ( BPART

'
Im

= Pが ( BPBTR)
、

圏

・ Gauss分布 の pdf の 対数を とる と
、

logMaH 、
己 )

=
ー ま ( M log 2で log de )で (かがど (T )

= 一玔 (かがど (T ) + log de + M log2-)
=
一卦がどが 2が己が蛇が、𡴭エ

= なしがどが3ie.gr)
で 「卵 とおく

この部分を見れば Gauss分布の パラメータ が分かる .

. p(がた ) を 求める .

log p (の 1か べ : given の もとでは定数

= log p (がた ) - log p (か

こま (嚭怡たる洲讕 + Const

-非舞たまた と鬱?語で源で影 と螉に関係しない

エ夏は Const
. に含める .

- ま (伽がない (ny )+21が な畑、洲) + Const .
- ま (がたが 2だ (t.ptた (xx))) t Const .



- も何
_

たが2が名 (が 1が1.int) + Const
- 1 1 1 2 ご /1 12

で は 1 1 2
= ココは

, M」に
こ が 一 はがた2 (たが2

) と し て

Plains ) = NWAに 、
1で ) と なる

.

. p(か を求める
.

log p (か )

= log p(xx) - log PH. 1 - )

=
一機::螉でた と鬱がたが鬭
+ ま か、

一Mには、 1 2 (がたに ) + Const
. 2 % に関係しない項 は

Const . に含める 、

= 一 吉 ( 1が は、
2 (たか )+2(かがない (なが )+2がたたいたがidy)

t Const
.

=
一 子 (だ12.2が2が12 .2µ+2がない ( -

p )

は1
µ
-1が 1. .2 (たがない

- (p
-1がた(がた )は、 (M -1が1

.
2 (がで》 + Const

= ー ま (だ (12 .2 - 12.. 1が 1 . . 2 )の
-2が何か が遝) tlnibrd-12.11がたけり) + const

= 一式が (1では、 1が 1 . . 2 )が2が (tibimm ) + const .

ここで
、
SMW公式 を 使う と

、



は、が、 1で たが 、 SMW公式 信!感リ
= 1が +1で 1に は、ただ 1がたべ

嶙:笑:烈順 がげの

二 巳2
.
2

.

i . p (か =ル側がたり 、

u 対称性 を考えて 、

昨 1がM列がい たが
、

かにが
- 1が 12. 2 (がた )

、

己 21に 1が

.plが川の 1がた )
.

3
.

2
.
3 指数型分布族

3.23.1 定義 。

甠 (指数型分布族 )

指数型分布族 ( exponential Family ) とは
、
次の よう に pdflpmf を 表せる

確率分布 の族

附 1がん(か叭が娘 ) - a(か ) .

p : 自然、 パラメータ ( naturae parameter ) 、

Hが基底測度 ( basa measure)

dが対数分配函数 ( log Partition func .
) という

、



ray ) は Play ) が確率分布 に なる よう に 調整する ため の項
、

a (か = log /H・柳 (か物) A .

かが 不明でも 、
女(か の値が分かっていれば の最だ推定を するのに十分 に なる 。

r
o せ(か は分布の パラメータ の 十分統計量 ( sufficient static ) になっ て いる

。

cf
、 女(か が の 十分統計量 とは

、 女(か を 与えた とき の で の 条件付き分布が

① に 依存 しない こと を いう
、 同値な表現では

、
: given の とき の

④ の 尤度函数 L ( lac ) が
、

人 ( Ix ) = go.lt )はか

と表せる こと を いう
. ( g は 女 の函数で を含む )

対数尤度 l ( 1 ) = log go.lt(か ) t log h (か なので 最大法では

ft (Ola) = 菇。 (妙) = 0

と なる を 求める こと に なり
、
Mが分からなく て も せ(か さえ分かれば の

最尤推定ができる
、

3. 23.2 分布の例 .

. Bernoulli分布 は 指数型分布族 に 入る
、

区 Bernie ) =ベ ( 1が" exp ( logがにがり
=

exp ( Hogan (み ) log ( 1m ) =

exp ( n log_ t log (2µ 1 )

i. Ha ) = 1
, p

: logE ,
the ) = n , ay ) = log (1 + で 1 .

仚
e
7

=芸が M =

"
_



o Poisson分布
、 pmf Poi (alt ) = 翅で .

Poisson分布 は 指数型分布族 に 入る
.

I Podnik ) = が explore logルール ) .

h (か で 、 3 = logR ,
the ) = 2

,
aG ) = ル = ピ

.

. Gauss分布 や 多項分布 も指数型分布族 (証明略 )

3
.
2

.

3
.

3 対数分配函数 と 十分統計量 の 関係
.

. D
,
alが 区に的

に 豚 (か
= D, log/h (袽ば側
=仏柳姚毗が脇仏柳 (か物)頃)

2 微分と積分 の

= expta (か )/h (か 豚仇が妼ノ城 順序交換

= expta (か )/姒は袽ば側 dx

= /せ(かんは仰げ姒選
p呦)

= 区にはD
.

風

。

。詬 a 1が𡶜卯

区蘞a例
= 貳 柳 (㘅"か

) 微分 と積分の 順序交換ベクトル値

= /妙高が呦 )頃



一 人(かんに呦 (か物) - a (か派が一彧側 da

=魋物な呦 )が作䘏呦側酗明
=酗(𦐂が 1 - 酗明酗(i

= Nに的 図

3. 2.4 分布 の 共役性
.

甠 ( 共役事前分布 )

指数型分布族 p Indy ) に対して 、
次の形 の か の 事前分布 の分 ) を

p (かか の 共役事前分布 ( conjugate prior ) と いう i

がか こん (か城が仙 - a (かだ a。 仙州 、

o a (仏 、
入り は附か が確率密度函数になる よう に 正規化する ため の項

.

a.伽、 入り = log /h. (か城が名 - a(かた ) d, .
3.2.42 事後分布 の 解析的計算

、

o 共役事前分布 を 使う と
、
指数型分布族の尤度函数 に対して 事後分布も

事前分布 と 同じ形式 に なる
.

・ H = 伽
. . . . .

が } : Observed
. 事後分布 には 1 4 ) は

、

事前分布
。
尤度

の例が 、

T (かが別か
) 呦の定理 の例外 が伽1.is

t
P兜
が givenなら定数

= 肌 (か直附」の
事後分布 周辺虓



7に よらない

t

= h
。
(か城が仙 - a (かだ a。 仙州覰・柳 (が雄 ) - a (か)

の には仰げば踟い) - a制佑州 、

i. 事後分布 は事前分布 と 同じ形式
。

パラメータ は

ii. +駆が
、
だが N

と 更新 される
、

t 事後分布 が解析的 に 求まる !

3.2.42 予測分布 の 解析的計算

・ データ H が観測された後の 未観測データ 脈 の 予測分布も 解析的 に求まる
.

p側が 騚珋側が 1

=伽例がかな
= /h喇叭が物 ) - a(か )に (か婀取 a鯎 -iih 、

= ん𩸽が adi.IN/exp1がいたが州でのエ
exp (a (名 + せ (xx) 、 心 + 1 ) )

= h伽柳 ( a、船を呦、甽一雄
、
州

。

これは
、

一般 には指数型分布族になら ない
。

3. 2.43 Bernoulli分布の パラメータ の推論

・ Bernoulli分布 の共役事前分布 は ベータ分布 i

pdfi Beta 1µ 1 のが 今で爾、ではで
は

、

a.no/3emhcfu)=expは経た -GIII
な) ay )

自然 パラメータ n
= log芸 を 用い て ベータ分布を表現する

、



e
た 無 a ( Im )で we a µ

=

"

_ 、

附 の変数変換の式より 3 について の pdf Beta, (かなか は

Beta
,
(か ねか ) 変数変換

= Beta (Na . p )幽
= 今で爾、べながだが_

您 1
=

exp ( はり log put (p_-) log ( t.pe ) + log
"
-

y
- 2 log ( 1で ))

N) 1で ea(y )
=

exp ( 1の ) (n - logなど) ) + (p_-) (- log (いり + log
"
_

+3-2 a(か )
T)

て

い Rapp)

=城が a川の p ) + log
"
- )

.P(NMP
Hがない

。 hdg ) は 、
心 の .li の P .

add.
.
N = log ,ない
ー

.

0 H = H
. . . . .
が } (an E [0 .

1 } ) が観測 される と
、

"
確かに

右 =な費七(an ) = の費の ご の

共役事前分列

だ が N = aP + Ne の う
と更新される . f = のAN - I = p +N -高が
、事後分布 : NIH ) = Beta (なが
予測分布は

、

阪側珋 (aは北側畑 ) -i 、 州
に肋卵(かは.ie NN

ニ 邸 ( 10 9 5 (高い 歴の州
=

ない4川の 上 の
-_-

呦

が 1% Nが(か



1 1でのかななが )
=

Tf匳) .

~

1なな ) = INI) .

呦が詰※興稿
が 01が高 行で匳 =詰 !
.

. . p (NH) = Bernは 1 か
な)

.

of ベータ分布 も指数型分布族

Batalla p )珋 ( 1の 1 109m + (p_-)版が log が、。※)

城 (別では品) - Logic
す、
Te

1な逖
如) ay)

3
.

2
.
4

.
4 Gauss分布 の精度パラメータ の推論

・ 2次元 Gauss分布 Mnlmの) =
2

-叺ーまいべ) の

平均 パラメータµ を 固定 した とき
、
精度 パラメータ が よ の共役事前分布は

ガンマ分布 になる
.

Mato に題が旅が)
清城ががいべ ) - Hugo))
前 5T T

G ( ab ) に 彧 ( カンマ分布の正規化定数 ) と して 、

Gamyab) = G (ab )がで

珋 ( 1as) 10go.by + log Calais ) )

珋 ( nth ) -Hail (2 (as )) - ( - log CalaisDaly)



=城の生)
- a (かはal - ( -1叱興

九、 た Adda
, N

i. hdg ) = 1
,
di -b.li 2 (

aol.ae(di ) = - log G (が -.-入り 、

e データ で は . . . . .
NI 観測後 の事後分布 の パラメータ は

、

入が がたな ) = 一 ( b +琥 (arr )り ご ー ら
、

心= ル + N - 2 ( d - 1 )
.

a a a+J
.

.
:事後分布は NIH) = Gama II , 5 ) 、

予測分布は
、

p(列が涪城a。 (高城)畑 ) -i
、明

=詩が log G (嬰 -.-は北に明 + logGは -.-甽
Giig

=

コ

- G (嬰は
、

一 ( I + t (州 )

GIII
=言い

、いま )𤹪
Haか が

=

2

T い甠※

p
=

コ

_職がだいすエ

=詩感" に塙はが嬰
=謌。 )㩮 ( 1 +額がべ )

𣵀



= StWp 、
Nios) : Student の も分布

tm がないで 、

Student の も分布 の 附 : St (his .us ) =幭㩮 (みた(がいげき
・辰はいいN t.lv。 > 2 )

は ないがい た] =※。 ( y > 2 )
.

} 証明 は けっこう大変 .



§ 3
.

3 Bayes線形回帰 、

3. 3.1 モデル

データ : D = { 1が y、 1 . . . . .
(が y。 1 }

g
連続値

H = { R
. . . . .
狐 と は = [ y . . . . . . YS .

H から は を 予測する
。

Bayes線形回帰モデル の 同時分布 を 次で定義

がないが phw ) がみたい
で

が哨がいが
勝てば

h = 1
, . . . .
N

yn は 分散なの Gauss分布 に 従う とする
.

p ( ynla.nu ) = Nlyl だがい のり
、

pi RHO → がない 特徴量函数

N を 学習する
.
Gauss事前分布 を 与えておく

.

p( ru )
= MW 1 0

. がた )

3
.
3

.

2 学習 と予測
.

3
.
3

.
2

.
1 事後分布 の 解析的計算

、

事後分布 は
、

phwは 、
H ) =

明脚呦
_

MH )
の 1つは 1 Nm )phw)

対数を とって w について整理して いべ び依らない



logphwly.tl
= log pは 1H

. n ) + log phw ) + const .

= log𨛺 (ynla.nu ) + logMN 0 .
がみ) + const 、

二 点 logMy」が蜊、 のり + logMNO 、 なみ) + const 、

清は ( 1は+109
ーー

なの
2

( ynで帆州
へんに依らない

事 ( H. log 2が log deや列などはなげひ ) + const
.

1蒁
=
一訶承譲則の岬は 1 +が蜊蜊た )までが Iwnt const .

-までは齭・咖げ+がた )が2では鯨帆が const
.

- _
これは Gauss分布 の対数表示 の形 と 一致

、

→ 事後分布も Gauss分布 で phwhy.tt/Hnwlf.E).
では嗜蜊加げ+がた

. . f = では鯨帆が
3.3.22 予測分布の解析的計算

、

入力値 が given の とき の 予測値 が の 分布 が別肜は 、
H ) を計算

。

まず
、 Bayes の定理より

phwly.oa.ly 、が 唎弥なが)がエ
p (y* 1がない

i. logplyloa.UA ) は*に関係ない項

= logplybiy.H.nu ) - logphwly.wy.tl tc。



ologphwly.ia.UA ) について は 、

データ { (が
、 y、 ) . . . . .

1がy ) 、

( ray* 1 1 : given と みなして

事後分布 を 計算 したもの を考えれば よい
、

- 1 - 1

豗に も十時 呦帆が

蜊 に 己辰 ( Et toi y*蜊)
とすれば

、

logphwly.wy.ge )
= logMm 1 µ (y )は 1甽 )

=ま (Hwgktlogdet_tlwply.IMihwyly州 )+const .

Y * に依らない
-が咜剛が-4-2𡴭 (秘洲洲咜の州制 ) + const .

y*に 依らない

ーまい べど + がy咖が犯に忱 (附/で甽 (ただの紬(列)

-2が冘剛での.TT) し たが物が州 ) + const
-玔 た熱熱かだが +2が吻は咜剛職

+ が肺畹剛蜊 -2 (連立+7たが帆州) + const .
y* に依らない

= 一では帆咜(梻剛が -2吻側をれた側も翎) + const .
Y log p ( y* 1脈は 、Hnw )

= log p ( y* 1が、 、
m )

と り* は なで に 依らない
。

= logMy* 1が帆が のり



-.-た ( logatloe +05 ( y.my側 )
2

)
y*に依らない

= 一 まで2

( yi -2 bing.it 剛)興
2

) t const
.

Y* に依らない

-_- まの
2 ( yi-2.pl nwy ) + const .

. 以上 より
、

logplyloiy.tl
-_-事が ( y*

2
-2帆𦥯

+では帆咜側蜊が -2が蛺 )
「
WE側だが* ) + const .

=ま (は肺側を唎蜊 )が-2の旅咜(列強が const
、

ところで 、

logModmi )
-.-さ ( log 2が logが 十 のはべ )がに関係ない ところ は

こ ー ず ( ように 2がおり t.gg
に に まとめる

.

なので
、

(がっがた の
2
-が帆咜 (つ𡶒剛 、

r側 が側の旅咜(別だか
とおく と

、

plyloiy.tt/Hy*lra*). の 1列 )

と 分かる
.



i もう少し計算をすすめる
、

己剛

= (だ が加𡶒伽川( Sherman-Morrison-Woodbury.EE側はな.it?_)が碗
スカラー値

= では帆咜が州で加岬側で
ゆえに 、 q = 中側で帆* ) とおくと

、

は列が

この
2が「伽が詠っ妼は帆が跏が (加咜が病

= oi の
4 ( q

- (ながど )
=がないなどとは、

q.qli.gg?BY-iq=2t_
の
2
+ q

= (が帕咜帆が
i. の例 = が十 側で帆* )

、

更に
、

ii)
= の側 のが卵にはいた蜊 側ですか
= の側吻側ない の側で加𡶒剛が



= の側が帆㡡 が郇順
=何かがT)が微減し甽

、

結局
、

p ( y * 1 㽗は、
H ) =My* 1µ蜊 の呦 )

、

池が𢭐剛 ,
04甽 = が 十 側で帆が

3.3.23 最大推定 と の 比較
、

u 最大推定では データ数が 変化 しても 大きく 予測 は 変わらない

(外れ値 などがなければ )

・ Bayes推定では 、
データ数が増える につれて 予測 の不確実性 ( ie 、

予測値 の

分散 ) が変化 して いく
。

3.3.3 周辺尤度

・ H =H
. . . . .
狐 で y = { Ya . . . . . Y } i given .

パラメータ w を 同時分布 pは、NIH ) =

pは 1 t.nu/plw ) から積分除去 した

pは 1がかみ t.nlNwldw
を、 Bayes線形回帰モデルの 周辺尤度 (marginal likedhad ) 、

あるいは

エビデンス ( evidence ) という
。

モデルが与えられたもとでの
、
データ な の 出現する 尤もらしさ を表す

。



→ 複数個 のモデルを エビデンス で 定量的 に 比較できる
.

. 積分除去する代わり に
、
対数計算で pは 1 H ) を 求める

、

pは 、NH ) =

p (wは、
H ) pは 1本 ) なので

、

log pは 1 H ) 𨛺が 1がい

= log phw ) + log pは 1 4が logplnwly.tl
= logMwl 0 .が払い群My」 だがい のり - logMulti )
=ま ( 2 に断っWget がはながれ )

= (のりた

- さ剡 log2で log が はら ( ynが帆州
+ さ ( 2啣が log de Et (wがど (aryl )

= 一子 (Hugo"だがw

+ Moga + N logが +が誌 _ た蜊璡は何騚𡶒ぼ)が
tty

- log da E -蛇wttが強 )

=ま (High N log2が Mogが がたげ - log detたがたが
+ 嗜蜊蜊「馳)w.nu進
だ

ーさば群で Moog TIN log2で H.bgの
2
- log detたが強 )

.

i.MH )

珋ほば群で Moog of + N log2で H.bgの
2
- log detたが強D



- Bayes線形回帰では この よう に 解析的 に 求まる

一般 に は エビデンス の 計算は 困難
、

解析的 に 求まった と しても
、
計算が

大変なことも 多い
、

→ サンプリング により 積分を近似
、
変分推論 による エビデンス の下界 を

求める
.

など して 何とかする
、

3.3.4 逐次学習
.

. 逐次学習 ( Sequential Learning )/オンライン学習 ( Online Learning ) :

新規に 入って くる学習データ に適応的に 学習する こと
、

「 共役事前分布 を 使っ て解析的 に パラメータ更新式 が求まる場合 は
、

データ の 生成過程 に 順序 の 依存性 を仮定 しないなら
、

逐次的 に データ を 与える の と 一度 に全データ を 与える場合 とで

最終的な 事後分布 は どちら も同じ になる
。

Bayes線形回帰の例
。

最初 の データ 0に は、 な } i

given の とき の 事後分布

.plwlがた ) apmlw.tt )がで 更新後の分布を

TTNET
。

事前分布 として

次の データ 82 = { は } i

given の とき
、

使う

p ( wlなががた )apmnw.H.pl#Ir
モデル が複雑に なると

、
逐次学習の各更新で N の 事後分布が解析的 に救 らなく なる

。

→ 近似的 に 事後分布を更新 して いく
。



3. 3.5 能動学習へ の応用 ・

・ 予測分布 の計算

→ 予測対象の値に対する 不確実性を
、
分散など の指標で評価 できる

.

→効率的 に 学習 用 ラベルデータ を収集する能動学習 ( acute Learning )

に応用可能

。 能動学習 :

ラベル の付いていないデ夕 Hpwe から 、
適切なデータ点 Mquery を選び、

ア)ネタ に ラベル yquery を 要求する
。

6 Mm の 選び方 ( 一例 ) i

新しい 入力 * を 与えた とき の 予測 が、 の 不確かなもの

(予測に自信がない もの ) を選ぶ

→ 予測分布 の エントロピー (Entropy ) 最大の 脈 を Maury として 選ぶ :

Ten,
←

argmax た甽 、

加 ftp.oe

た甽 : = 一 区が別が咖 [ log門 * 1肜はAD .

. Bayes線形回帰では
、

F(甽

= fplyhiy.HNgplyhiy.tl da



= 一/My* 1 µ (蜊の側 ) logMy* 1 µ (蜊のは州 dy*
=がMy* 1 µ (蜊のは州 ( log2で log の側が側はない例dy
汁 ( log2では剛)/My* 1µ剛が側)

dyx.tt/heGMy*lrrDdy*)=ra*)=
ま ( 1 + log の伽 )+1,2た ) .

となる ので、 Mary ← argmax の (㕮 ) とする
。

狐 ftp.uol

と 同様 に して 未知函数拗 ) の 最適値 の探索ができる

( Bayes最適化 )

・ 予測対象 に対して 弱い仮定を設定できる Gauss過程 を 用いる

ことが 一般的
、

3. 3.6 Gauss過程 との 関係
、

- 予測分布の分散 は
、

よいか
。

= が 十 中側で帆* )

が帆が (嘘 皦っいたがなげ䀹)

ここで
n = が払

、 魋ががいげとする と
、

LENNE



の側

= が (呦(がああたが帕が
、 予測分布 の平均 は

、 g = ( y . . . . . . yげ とする と
、

µ唎

= が蜘 )

= が (群が甽ばああたが 伽 )

= がばばああたが 甽

= が加げばああたがあっy .

. Sherman - Morrison- Woodbury の公式より 、

あだので K とおく と
、

ば ああたが
こ べ ー べあ (はなげあだあ)おべ

~

北

= べべあ (なお + K ) 「べ

ゆえに 、

よ呦

= が帕が(べべあ (のない K )
「べ )嘛 )

= 0が帆がべかが嘛ぽあはいがずべ帕が

µ呦

= のかが
「

(べべあ (なお + K ) 「べ )のy 」べでは
、



= が帆がべ ( Im - 永のないがずべ )朝河を かける

= が帆がべ (あー あ (お瓦 t KP ?朝 」のをくくる

= が帆がべあ ( Ir (のないが K ) y
= なかっ𡵸べあ ( IN - (お瓦 +KMの Int K - JIN ) )g
=や帆*ぱあ (玖珂や 1のないが、

二 帆がべあ (なおKT .

・ 特徴量函数中 は
、
二つ の 入力データ で 、

が に対して 常に

k (いがに かがべ蜊 ( カーネル函数 ) ←彲、
鬱な?なもの

の形 で現れている ので
、 を設計しなくても K を直接設計すればよい (カーネルトリック ) i

K = ぎべあ

= (蜊
「べ

帕らが伽が 畍
= (蜊ながい かが吻側 )が蔛べ帆」 で 帆が「べ颸 )

= ( 14が 州
嘛ぱあ

= (嘛ぼ蜊帕が吻側 ) =作側iii)



53.4 最大推定
、
MAP推定 との 関係

3.4.1 最尤推定 と誤差最小化
・

五 回帰モデルを
、 w を パラメータ 、 E~MO.TT ) と し 、

y = ftp.inw ) + E

とする
.
N個 の データ D = は 、な } が与えられたとき の

パラメータ で の 最大推定値 Nm は 、 誤差函数

Ehw ) = ま〖 ( y.fi 。いい)2 ← 最確定は

を最小化する nw と 一致する
。

最小2乗法に対応する

.EE= y - How ) ~ル1 0
.が) より

、

yn~NHH.in ) 、 別
である

。

Di given の とき
、
モデル の 尤度函数は 、

pは 1H . n)馮 plynla.nu )酒 Mynlflmnw ) 、 なり
最大推定値は

、

MML log を とっても大小関係は変化しない
.

n

= argopMH.nu) = argyaxlogpmlt.nu)
=

ayiしまし た +1409 の上2

+上音は扱いが〗
て 定数は最大化に関係ない で 2 arginine に

= arginine〖 (yn.tnw ) )2
= argttw ) .

圏



• f( い w ) が NN の よう に 複雑で パラメータ の 解析解が求ならない

場合
、
勾配降下法 により 最適化する

.

R log pは 1が )

=
一 が 〗 は高 ( yn.fai.at )リ

= 一 がREIN )

なので
. log pは 1 Hnw ) の最大化 の 更新式 は a

'

を学習率 と して

went a
'

T logMIH.nu )

= n - a
'

の狐 Ehw )

の 一 のはら とおく と 、 www.aREhw) となり
、

E を最小化する 勾配降下法 の 更新式 と同じ式が得られる
。

3.4.2 MAD推定と正則化

、 最大事後確率推定 (Maximnm a posteriori estimation : MAP推定 )

モデル y = f(か w ) の パラメータ w を
、
データ D = { HAI : given の

とき の で の事後分布を 最大化する w (モード ) で推定する :

Nmi Argo PWは 、 H ) = argnilogphwly.tt
た 回帰モデルを

、 w を パラメータ 、
E ~ N 1 0

.
55 ) と し 、

y = ftp.inw ) + E

とする
、

また 、 w の 事前分布 を pw ) =MN 0
.
がIm ) とする

、



N個 の データ D = は 、な } が与えられたとき の
佃推定は

正則化つき の最小 2乗法に

パラメータN の MAP推定値 Wmp は 、
コスト函数 対応する

Jw ) = Ehw ) +入口に (n ) = き起が扱いが)は 1都
を最小化する nw と 一致する

.

区 logphwly.tl y Bayes の
定理

= log pは 1 t.nu ) + log phw ) + const
.

= 一が唱 ( yn - faint )
2

-事(悧が6gdete.ltでは崐) + const .

N Nに 依らない

= 一 が (またはがいい )で も景呦 ) t const 、

可とおく

=
一 が ( Elm ) + Nu (い ) + const .

i Nmi argyaxlogphwly.at )
=

argin Jhw ) .

圏

・ 事前分布 を Laplace分布 Laplwlr.to ) = おexpftlw.pl )
を使って phw ) = 適邶 (m 1 0 . ま )

とする と
、
正則化項 は 入口は (ru ) = 入超 wnl になる :

log p (w )

= H.bgが 漢 Nwnl

= 一 入口は (w ) + const .



・ 事前分布 に Gauss分布や Laplace分布を 導入した MAP推定は

最大推定より過剰適合 に ロバスト (正則化の効果 )

→ 利用する の は Wnn のみ (点推定 : Point estimation ) なので 、

予測 の 不確実性の 定量化や エビデンスによる モデルの評価

など は できない
.

3.43 分類モデル に対する誤差函数
、

3.43.12値分類 の場合
、

o ラベル : yn E {0 .
1 } とする

.

→ yn ~ Bern (m
) と仮定

、

M についても 、 回帰モデル gn
= f(min) + En

,
En ~NO

.が )

を利用 して M
= Sigは ) と仮定

、

つまり
、

Mn = Sig (か 、 か ~ル(f(かい、 別
。 特に 升の iw ) = が 伽 ) の とき ロジスティック 回帰モデル

。

← logit函数という

。 だがH . Sign ) =
2

- w なので .

n
= logT .

← Bernoulli分布 の 自然 パラメータ表現

シグモバ函数で Bernoulli分布 の パラメータ を 自然、 パラメータ に 変換
、

o データ D = {H . な } i given とする
、
対数尤度函数は

、



log pは 1 t.nu )

= log𨛺 ( ynla.nu )

=齓はかにがりり
涫 ( ynlogmt ( 1 -y ) log ( 1が)
→ このモデル に対する最尤法 は

、
クロスエントロピー誤差

- 燄 ( ynlogmt ( 1- yn ) log ( 1 -ru ) )
の最小化 になる

、

o ところで
、

NN の ところ で は
、 す = f(min ) と

決定的 に求めていた 、 この とき の クロスエントロピー誤差 は
、

N の 函数 として

Elm )

-.- 産 ( ynlogf.gl Haim ) ) + (1 -y ) log ( 1 - Sig (Haim )川
と書ける

。

一方 で
、
ここ での モデル化では Mn は確率変数 なので

、

で は N の 函数 になっ て おらずNで微分でき ない
、 最尤法 を使う ため に は

、

誤差 が N の 函数になっ て いない と いけない の では ない かい ?

→ 実は 、

上 の クロスエントロピー誤差も nw の 函数 Elm ) とみなせる
。

か、 Haim ) + En ,
En ~ル( 0

. のり なので
、

瓯)

= 一疰 ( ynbg SigHaim) + En ) + ( 1 - y ) log ( 1 - SigHaim ) + En》 )
.



これは N について 微分が できる
.

( reparametrizatiou.tn ck )

とはいえ 、 En が確率変数である こと に 変わり はない ので
、 Ehw) も

確率変数 に なる 。

そこで
、
平均的 に loss が 小さく なる よう に

Ehw ) の 期待値 Eno
、 のけ武功 を 最小化する よう にする

.

縣の性劯
= 一 割 は転啡 10が扱いが幻]

+は別配咷、 ( 1 - Stain )を川 )
この最小化のため に は EM o . の )は(か) のN に関する 勾配を考えればよい

.

REMO
、別
[ log Sig (扱いがいた微分と積分の順序交換

、

一転。別
[R log Sig (扱いが刮 」

合成函数の微分 呦 = Sigh)にがい ) 、

二時10
、別 [※_ ル )を𦥯) ( 1 - Sig (Hanna )風拍明

塚。別に (Hanna )]府(がい
、

REMO
,
悧 ( 1 - Haim )を川 の

微分と積分の順序交換
、

二配
、別 [鎌篊9忯がいい (𦥯:いい )毗が川

= 一時側 (Sig (Hamilton )]Rf(かが
よって

、

阮配の性が



= 一則はFe , 1 1 - Sig (Hanna )]Refrain )
- ( 1- yn )転。別例 (Haim ) + a )]Rf(の州

= 一舎 は 一転。別例 (Hamilton )])Rf(かが
ここで

、

EnyGig (扱い w ) + En )] yTaylor展開 、
しても 良いか は不明 に

堀咷 属で秘物が i ]
二 点 も では何で"蜃資器 が
幾

i.ie なら0.ie なら ないが

ig (faint ) + 匚ポ Siが (水がい)には州ゲ
に1

- Sig Haim ) )

なので
、 REM 。の だ(いた

一痤 (y - Sig Haim ) ))Rf(がい
。

一方で
、

REG )

いい )𦥯( 1 - Sig (f(がい ))
= 一刻か 。。塋

町がいい

( 1 .y )
(扱いの ( 1 - は

-

璡川 Buf(かい )
-.-剡は は(がい)胕(がい

となる ので
、
このモデル に対する 最尤推定 の パラメータ は

、

近似的 に は 決定的 に求める場合 と 同じ になる
、



3.43.2 多値分類 の場合
、

多値分類でも 同様 、
D値分類 とする

、

gn E [0 .
で

、 普 yn.at 1 とする ( One- hot )

gn ~ Cat (た ) と仮定
.

さらに
、

T = Softmaxは 1
,

=水が、 W) + En , En ~ル( 10
. の名 )

と仮定
、
対数尤度函数は

、

log p ( yは 、
W )

= log 損 附」が 、
W)

淐 logplgnlaa.IN)

清 log
'

だたばこ店 産 yn.dbgT.de
→ 最尤法は

、
クロスエントロピー誤差

- 感点 ynalogt.ae
の最小化 になる

。

03.43.1 と 同様 に
、 か を 決定的 に 求める場合 と

、
この モデル化 の

よう に確率的 に決める場合 は
、
近似的 に は同じ ( はず)

、


