
Ch .4 近似 Bayes推論
。 Hi 観測データ

、

2 : 非観測変数 ( パラメータ
、
潜在変数など )

〈Bayes推論 の流れ〉

1.確率モデル p (H . 2 ) の設計、

2. 事後分布 NIH ) の計算
、 パラメータ更新 (学習 )

3. 予測分布 の計算 (予測 )

e Ch .
3 で扱ったモデル は単純だっ たので 、

事後分布 p (2 1 H ) が

厳密 に得られた
.

→複雑なモデルでは
、
厳密 に胊は) を 得る の は 困難 !

→ 近似手
、

こそまを用いて何とか したい
、

§4. 1 サンプリングに基づく推論手法
、

o pは A ) を 求める 代わり に
、 p (2 1 H ) から 複数のサンプルを

得る ことで 事後分布 の 特性 を調べる こと にする
.

4. 1.1 単純モンテカルロ法
。

〈 問題設定〉

取が扱)] =/Hz)呕) dz を 求める
、

[仮定] ・ 積分計算 は 困難
、

サンプリングが容易なことは 少ない

。 分布が列 から のサンプリング ができる
、



正 (大数 の 強法則 )

。
独立に同分布に従う

※ } i d-次元 i.i.cl 、 確率変数列 .
EM ] = y .

⇒ P ( hy な点k =

y )
= 1

.

← 確率 1で標本平均 は期待値に収束
。
口

。 この 定理 を利用 して積分を計算するのが

単純モンテカルロ法 ( Simple Monte Carlo method ) i

が
、 . . . .

で"~"'

p (か と T個サンプリング し て
、

/Hz)呕) dz こま達のズリ と近似する
。

→ 大数の法則 により 標本平均 t達の砂 は

。
確率が

、

期待値 Ep区 )は列 =/Hz)呕) dz に 収束するので 、

T を 十分大きく とる よう に する
、

ex ) N 個 の観測データ H = { Mr
. . . . .

が } i

given -

パラメータ 10 を もつモデル p (H ,
10 ) =

p (H 1 01 ) p ( 10 )
、

周辺尤度 pH ) =酗印は 1 0 )に /明邸 ( 10) d 10 を評価

pH )泖は 1 01 )が01010 ー ま劻は 1 0が
.

( が dp ( 10 1 )

と近仙人すればよい 、

"
こんなの 収束オーダー が

|Me の次元に は

一一> 依っていないので
→ ただし 、 この近似は 収束が進め

、

「 高次元であっても

(重複対数の
一一

法則より
、
収束の オーダー は ON匪) .

)
問題ない

と
x ftp.ENiが、

姒に よく .snYx
⇒ P (に哿 で繭川は

、 Pht で繭 = 一女 、



41.2 棄却サンプリング
.

棄却サンプリング ( rejectin Sampling ) i

/
単純望が児した利用できる 、

密度の計算が 困難な 目標分布𨸟 ) から の サンプルを得る 方法
.

次の 定理に基づく
、

二 (棄却サンプリング )

p (か 、 q (か ipdf.ykq.la ) を 𨸟 ) の 包絡函数 という

1<>0 i 定数 を kq(z) の p (か (気 ) となる ように 定める
.

z ~ q (か と un Un i 1 0 .
1 ) は 独立 とする

。

⇒ u と
剣爾 の もとでの 区 の 条件付き pdf は PK) と なる .

D

区 Bayes の 定理 より
、

qlzluet ) =t.dz/kqMPlus綦)
・

ここ で 、

r

Unit(0 . 1 ) の

pdf.pl
ue感、 1列 = /舞 1 du =

,舞、

Plus蕺) =/かい蕺 1列 qは 1 dz = 1 ,豔細姿

で但遯 i
= 1

i. q (かい舞、 ) = Pte .

. p (か 、

圏
Vk

→提案分布 ( Proposal distinction ) q (区) をサンプリングしやすい分布 に

しておく ことで
、 P (区 ) の サンプル を次のように 得る ことができる

。



Aly (棄却サンプリング)

Input : 目標分布 唎、
提案分布 q(か 、

定数 k : kq体に𨸟) 、

TEE 。

Output i {が . . . . .
ズク i PH ) から のサンプル .

1 for t = 1
.
2

. . . . .
T doi

2 repeat

3 Z ~ qlz) ; n ~ Uni ( 0 .
1 )

p (区)
e

この 条件 が みたされるまで 、

4 until U と 可別 i サンプル Z を 棄却し りサンプリング
、

5 砂 ← En ← サンプル 王を 受容
、

6 and for ;

7 num {ド
. . . . .

で}
.

D

。 目標分布 p(か の 正規化定数が分からなく て も サンプリングできる
.

P (区 )
=奇胸 )

、 各 ソ脈後
に計算が難しい ことがある

の とき
、 Kq(か ? 幸が区) の k Zpq(か何か なので

、
改めて

K ← KZp とすれば p (別 の かわり に 𨸟) を使っ て も 𨸟)から の

サンプリングが できる
.

6 棄却サンプリングの効率 i 2~4行目 の繰り返し回数に よる
。

受容確率は Plus蕺)洪 各国の試行は独立 。



→ 受容される までの繰り返し回数は 幾何分布 Ge(か に 従う
。

( Gelp ) の pmfi が ) =

pにが? )

繰り返し回数 の 期待値は K
.

𨸟)を近似できるようなもの

。
• K は できるだけ 小さい 方 が よい

.

そうなる よう に
, q(か を うまく選ぶ とよいが

そういった q(区 ) を 見つける の は容易 ではない
.

0 Z の 次元が大きく なっ て くる と
、 K が大きく なる傾向にあり 効率が 悪くなる

。

(次元 の 呪い )

cf ) 効率 を 良く する ため に .pk ) を 区分的に近似する qは ) を使っ た

適応的棄却サンプリング といったものも ある
.

4. 1.3 自己正規化重点サンプリング

。 期待値 Ep区 )は列 =/Hz)呕) dz を計算するのに
、

単純MC では ff呦 (か dz こま達 水利 、
がん𨸟)

と p (Z ) から のサンプリング が できる 必要 があった
.

.

p ( 区 ) から のサンプリングが容易 で ない とき は
、
上述 の棄却サンプリングを

利用 できた
。 サンプリングされた Z ~4区) に対して

•

p ( 区 ) が 小さい とき Z は棄却されやすいので
、 NZ ) の 大きいサンプルが得られやすい

.

. 1 Hz ) 1 が小さい とき 和達水利 への 寄与が小さい ため
、

町田 ) [ f(列 へ の収束に T を かなり大きく する必要がある
。



a) 極端だが 、 p ( z ) =ルに 1 0 .
1 1
,

Hz ) = エ(に 3 5) = などが
Z く

と する と 下図 の ような状況になる
。

plz)

iii.
_. .

)
まで抜ノ

一

r
2.8665×10

"
ぐらい

積分 /扣版)dz ¥0 たが
、

Z 35 の サンプル を 得る確率が ほぼ 0 の ため
、
が~ p (か とし ても

デ変 水が) は ぴったり O に なっ て しまう ことが ほとんど 、

(近似はでき て いる が い )
rp

(か が 大きくなる Zは 高次元空間
で

の ごく一部 。

そこでの 1恤) 1が小さい と とても計算効率が 悪くなる 、

以上 の ような 問題は
、
高次元だと さらに 悪化する (次元の 呪い ) .

→ Hz ) 1𨸟 ) の 大きい領域を 重点的にサンプリングする こと で
、

計算効率を 上げる (たなるべく 小さくする ) ことが できる と 良い
.

0 重点 サンプリング ( importance Sampling ) 、

サンプリングが容易 に できる提案分布 q (z) を考える
。

姓 )𨸟 ) # 0 ⇒ q(区) > 0 と 仮定
。
計算したい期待値は

、

と
supp (q ) 2 supplfpl.ee区𨸟 ) [ Hz )] ( spp (f) には 1相)が} ifの台 ( Support ) )

=/Hz) p (か dz ← 積分は 扱) 9区に 0 の ところ を考えれば 十分 、

こ / Hz )韞 q例dz
この とき 仮定より q ) > 0 .



ここで
、 w仮に

,褜 (重要度重み
、 importance weight ) とおく と

、

駆け(列 =瓜が例 q(か dz = 区秋川区)坳
、

よって
、
単純 MC の よう に

駆け呦 。 また
「

w(が州がツ (玳で紃 )

と近似することで たい の とき 右辺 は Eqlw(か扱)に 尿が板)]
r almost surely .

に 収束する
.

. 近似値の分散 について考えてみる
.

I に 駆け抜け 、
たま達 w(が州がツ とおく

.

N で は Iの 不偏推定量

駹は1斗喜雁心状が I なので 、

Nail

=厖なり 、 お

= 青 区緋感(玔抽げ + 2冠(が州では砂水砂が

こ櫓雁川が惻 + ま紺緋眺かた お

= 斗辰田 )氏(か物が声が"_ たお

斗雁氏(かな明まで

甌川が水がなり
、
t 北側には惻 )

• た例 ( w (が水が] < a でない と
、
近似値 で の 分散 が になる

。

Hz ) の 分母 は q(かなので 、 q (かが 𨸟) より はやく O に 近づく と WG)が



大きくなり分散が発散する おそれがある
。

→ q (z ) は 𨸟) より 裾 の厚い
"

もの を選ぶと よい
.

. 区紃 ( w (が水が] < a の とき
、
Jensen の不等式より

、

長田) [ w (が水が]
「
ER区間 、

hiの R i 凸函数

KI -値確率変数 形] <b .

3 (雁」 (w(かけ制が ⇒ 区に (がん (硎 )
.

・ 等号成立は X =臥冂
、
as の とき

等号成立は
、

1扱い区に 区畒物 14が
、
a.si

⇐> q (か a If(か w (か
、
as

.
の とき

.

→ q で 1升訓 w (別 の 大きい 範囲を 重点的 に サンプリング する と 良い

ことが確かめ られた

。 自己正規化重点サンプリング ( Selfnomdied importance Sampling ) 、

上 で は pq とも pdf と して きた
、
ここ では

、

唎 清胸 、 q (か =試血 )

と して
、 肘か 、 E(区 ) のみが計算できる状況を考える

。

(もちろん q(2- ) から の サンプリングは できる もの とする )

騸、 [ f(列

= /拗 、褜約dz
=副拗韞樾は
ここで

、

WG ) =
一
胸)

i

gy
と する と

、



豊訓が湘訓㵤を豳

= /呕ノ利 dz =厖は的

なので
、

駆け拗] =

辰昢 (か坳
一時毗䘏 。

よって
、
T個のサンプル が

.
. . . .

で "で
q (か を用い て

雁は参列 。 共感で硎拠り 、

医科㗅 ー ま甌砂

と近似する こと にする
,
i . e . 、

糖 をばりばり 「ぼり
かがり駆け側 の

1 ズッ燕淳鼠興
と近似する

.

int(砂 とおく

a 達 は(砂 = 1 なので自己正規化
"

.

Alt ( 自己正規化重点サンプリング)

Input : 目標分布 p の 主要項脚 、
提案分布 q(か = だ か

、

函数板 )
、
だわ。

Output :期待値 で 厰 )は別 の近似値 I
.

1
.

for t = I
. . . . .
T doi

2 が ~ 4区 ) ; N(がり で薌
砂

3. End for ;



4
.
S ← 点 「剛 に

実装の際は W (砂州がり の値を

5. for t = 1 . . . . .
T doi 保存していなくても

、

6. w*剛 ←甁川 (碧!!蕺。
劉鑾た窓いけば

7. End for ;

8. retum 齓畑に州で) as I
.

Remark ( 1 ) Eaz ) [ 蕊畑𡶜剛] t I であり 、 蕊畑𡶜剛 は I の

不偏推定量ではない
.

しかし
、 Eaz 、 [ 点 では明剛]だ I , as .

であり
、
漸近不偏推定量になっている

(2) I の 分散が 最小 になる の は q (か の 1 Hz ) - II𨸟) の とき

( Hesterbag , 1 988 )

(3) 棄却サンプリング は 重点サンプリングの 特別な場合 とみなせる
。

d) 古澄田ベイズ計算統計学」、

(4) 重点サンプリングで は
、
ズ Edq (か と して い た ので、 PG ) から のサンプル は

得られない が
、
サンプリング・ 重点 りサンプリング (Sampling/importance meaning : SIR )

を利用する と 近似的 に plz ) に 従ったサンプルを得る ことは できる
、

は) Bishop i PRML
、
古澄田ベイズ計算統計学。 など 、



4
.
1

.

4
. Markov連鎖モンテカルロ法

o Markov連鎖モンテカルロ法 ( Markov Chain Monte Carlo : M CMC ) :

高次元 の分布 𨸟 ) から効率的 にサンプリングを行う ため の 方法
、

甠 ( Markov連鎖 )

はツ凸 確率変数列
. 蒟の

"状態にしか影響 されない 、

𨸟川が". . . . .
で ) =

p (が 1が川

が成り立つ とき
、
{が"だ」 を ( 1次 の ) Markov連鎖 という

.

. 5は 、 区 に 𨸟 は ) 遷移確率密度 という
、

a) (有限状態 の Markov連鎖 ) 確率 p 確率 2 - q確率 2 -p

状態 0.1 が あって
、 ○

、

"

」 、]
確率 q右図 の よう に 状態 が遷移 し て いく

、

ズに O の とき は p (が川 が ) = Bern (が" 1 p ) 、

ド = 1 の とき は p ( がり がり = Bern (が" 1 1 - q )

ズで"
は ズ )

のみ に 依存
。

⇒ 1次 の Markov連鎖
、 ふつう は行列 の形で

「 (T.T) と 表す
ので

、
バツ = Bern 1が川 がでは q )

が ) と表せる
遷移確率行列

a) zば 二 区
に )
+ e.ee/H0. た )

に出たり は Markov連鎖
.

.鎛
?

-

00
01で、 巡り = M巡り で

、が
返品



〈 やりたい こと 〉

から 、 丸 ) を うま
ー

く設言いナ して
、 サンプリングしたい 分布 p ( 区 ) に 従う よう な

Markov連鎖 は川で
、
がん 𨸟 ) を 得たいとが" たちは 同分布 に従うが

、
独立では ない ことに注意

。 zlh.plz ) ⇒ で
いた
p (z ) となる ような分布を 定常分布 "

という i

甠 (定常分布 )

確率分布 P が 、
全て の 区 に対し て

𨸟 ) =ハしかし 、 別 dh

が成り立つ とき
、 p を 定常分布 ( stationary distinction ) という .

. 定常分布 は いつ でも存在する とは限ら ない し
、
存在 しても 一意 とは限らない

、

定常分布 が存在する ため の 十分条件 と して
、
次が ある 。

正 (詳細釣り合い条件 )

分布 p と 遷移確率密度 Tが 、
全て の 区

、 ら に対して

マスター方程式 から 出てくる 式

.pk)ケ( z , f ) = p (f )9(f , z) ← 返 から の に 移る確率"

と

が 満たされる とき
、 P は Markov連鎖 の定常分布

.

h から 区 に移る 確率
"

が 等しい という こと
、

区 両辺を B について 積分
、

伽 )の附 ) d =呦けはら-_-呦
い 𨸟川からかは ) は 圏

。 MCMCでは Tが詳細釣合い条件をみたすよう になっ て いる
、



これができ ていれば苦労 しない
. . . .. .

・

P が定常 になる Tが設計でき た と しても
、
初期値 が" が 1つ (か にイエ

サンプリングでき ない-_-なば、 P に 従う変数からなる Markov連鎖 は
"隝

は得られない
、

どのぐらい後かは もの による
遷移 をくり返した 後の

'

極限分布 "
が

f f 定常分布 と 一致する
、 ということ

。

どんな で から始め ても
、
十分 ステップ後 の変数 が" が p (列 に 従う よう に

なっ て くれればよい
、 (砂を 改め て が と おけば P に 従う変数からなる

Markov連鎖 は鳩 が 得られる こと に なる ( bum.in ) )
に さらに 独立な変数をサンプル したければ 、

→ エルゴード性 (ergodiciy ) .

これから 間引きすればよい
.

{
既約

!
どの変数 で も 、

任意 の ズ へ 有限回 で遷移可能
、

⇒

正 再帰的 での変数 をも
、
有限回 の遷移で戻っ て これる

、

ノ定鱉罹の存在 と

非周期的 での変数 返 も
、
周期的 に現れない

な Markov連鎖 の こと を エルゴード的 という
.

Ft ( 1 ) エルゴード的な Markov連鎖術で は 唯一 つ の定
ーー

魵布 p を もっ
、

(2) 任意の初期値 で に対し
、
で の 従う 分布 は

いい の極限で 1つ に_法則収束する
.

(3) Epa 、 低明 くん の とき
、

出て まだ f(がり = Eyz ,HH)] ← これの計算をする分 には bum.in とか やる必要は ない

が成立する ( Markov連鎖に対する エルゴード定理 )

→ MCMC では 基本的 に エルゴード的な Markov連鎖 になっ て くれる !



41.5 Metropolis - Hastings法 .

. T を うまく設計する ため に
、

次の よう に 仮定してみる :

TH . z ) = A 15 .
z ) q(別 5 )

と qは 1 1 ) 遷移確率密度 、
提案分布

.

. A は 、 列 E 10 .
1 1 : 採択率

→ h から 丸 へ と 仮に遷移した うち
、

確率 Aは 、 区 ) で 区 を採択 し
、

確率 1 - Aは 、 区) で Z を 棄却 して E に戻る
、

という こと
。

この とき
、
詳細釣合い式は

、
なら で

𨸟 )Aは 1 ) q lz ) = p (1 )A は 、
z ) qは 1 5 )

⇐っ
(高発 =

p

"!間感で心が

LI 任意 の p (か 、 q (ZH ) に対し
、
次の A (は ) は 詳細釣合い式をみたす :

Alfie ) = min ( 1 . f (1 .
か)

に は 、 1 ) = Hz )
と

に注意 する
.

th min ( 1 .d が min姒田興
Aはら )

=

が)飂 =

min4は 、
か

、
1 )

= {興 (なかで
藜) 4 15, z ) < I )

= 4 1側 .

図



→ q (かし ) を うまく選べば
、
5作が q(別 5 min ( 1 .H列

で Markov連鎖の エルゴード性が保証される
.

q ( ZH ) =Mから
、
長 ) など と して おけ ば OK

は) Robert and Cella Monte Carlo Statistical Methods
"

.

Aly ( Metropolis - Hastings )

Input : 目標分布 p (か、
提案分布 q(玔ら )

、

繰り返し 回数 NER 。

Output : Markov連鎖 は"だ、

1. が を ランダム に初期化 ;

2
. for i = 1 . . . . .

N - 1 doi

3. で ~ q (列 が) iu~Uniflo.t.li

4.ro (が
、砂

5. if u ← min ( 1 . r ) i

6. 区
(いい

← z* ←]射尺

7. else :

8. がいた が t棄却

9. rerum {がり! . .

Remark p の かわり に
、
正規化 されて いない か を 用い て も 良い (HH ) は 等しい )

q(ZH ) =約 1刔 (対称) の とき Metropolis法 という
。



4. 1.6 ハミルトニアン 、 モンテカルロ法

・ q を Gauss分布 とした Metropolis -Hastings法 :

o 分散を大きくする
。
2回の遷移での 平均移動たりが大きくなるから

✓ ごと で"の 相関 低
.

X 目標分布 から外れて 棄却率 だ

。 分散を小さく する

✓採択率 大

X がとぎ"の 相関 高 ⇒ 目標分布から のサンプルを得るまで時間が かかる
、

→ 高次元だと分散の調整は困難
、

特に採択率の低下が著しく なる
。

高次元空間で 平均移動距離が長く とれて
、
採択率 を 高くする こと は

できる のかい ?

・ ハミルトニアン モンテカルロ法 /ハイブリッド モンテカルロ法

( Hamiltonan / Hybrid Monte Carlo i HMC ) i

解析力学的な物体の軌道の シミュレーション + Metropolis-Hastings .

→ 効率の よいサンプリングが できる
_

41. 6.1 Hamiltonan の シミュレーション 。

。 少し だけ 物理の 復習
、



u 質量 m 1 の 物体を考える
.

z = zh ) i 時刻に での位置ベクトル

p = が) = 者で 時刻に での運動量 ベクトル

r 区 で微分
できる とする

。 びが 位置 辺における 物体 の位置エネルギー (ポテンシャル)

化 (p ) = ま例 : 運動量p の とき の 物体の運動エネルギー
.

. 今考える 運動では 、
ポテンシャル による 力 のみ が働く と する

。

→ tp -_-者で例 : ポテンシャル の下での運動方程式
、

歴度 ってか

な例がこびが邶 ) i 系の全エネルギー ( Hamiltonan )

。 ( z.pl e仙が と考えて
、

空間 限が湘空間 (Phase Space ) という _

進 ( Hamilton の 運動方程式 )

者が親鯯 、
都 =

一 親鯯

区 都北酬湯邶 ) = p
=粕

.

嫻 (あが 高で列 =
一糊 図

(ポイント)

1
.

Hamiltonan は 保存する
。

実際
、

県 剡鸝 +鸝)澌靉・鸝 = 0
.

→ 物体は H を 一定 に保った まま運動する
。

相空間内 の 運動の軌道は
、
Hamilton の運動方程式を解け ば求まる 。



2. 可逆性 (

reversibilityt.TL#H.pH)i=(Nttr).plttr) ) と する と
、

変換で は 逆変換だ = T.ir を もっ
_

3. 体積保存 ( Volume Preservation ) :

相空間内 の領域 DeNA について
、
D の体積 と

な ( D ) =は (あ が 1䘏) ED } の体積 は 笑い (Lion咷 の定理 )
.

( i. e . .
N = (無 雀) と する と d N = 0

- )
。
領域の体積拡大率

→ た で は p ) を 変数変換 しても
、
変換 のJacobieは 1 に なる

。

• な による 変換を求める に は
、
Hamilton の運動方程式

者が親鯯 、
都 =

一 親側
を解け ばよい 、

数値的 に 解く
.

E > 0 : 微小時間幅
.

ポ= (区に) の 計算値) などの よう に書く
.

o (前進 ) Euler法では 若返る がい礐 など と 近似 して
、

区
では

= が 十 E茆7は州球咖、

こ が 十 E
_

者爽
珋洞

=pに)

= が + EP

がい が E嫻緋
球

、硼
= が E都 ト

=珋洞

= が e者では㡡、

という スキームで 9時刻 先 の 相空間での座標を計算
.



誤差 が 0(e ) .

→ Euler法は 離散化の数値誤差が 大きい ( 1次
「
精度 )

o リープ フロッグ法 では
、
運動量の 離散化 を も 刻み に しておく

.

a. がきがで者では㡡、 zetima

2. z
で E

= z
で 十 Eが

+8
←
Z の計算で P のf.

-.-_ii!輸!
を 使う感じ か ??ただ燕

. .

LEE 。
i ステップ数 と して

、
上 の 更新を 2回 行い

、
時刻 d 先 の

物体 の位置 と運動量 (がとがり を 計算する
。

→ 数値誤差 が Euler法よりも 小さく なる ( 2次精度 )

また
、 この スキーム は可逆げ
、

王 があり
、
1が が" ) から 一 の 方向 に

リープフロッグ法を L回 行う と
、
もとの (が、 が ) が得られる

。

さらに
、 シンプレクティック性 を 有しており

、 (2-7 月 ) m (がり が川 の

変換で Hamiltonan が保存される
。

「 もちろん誤差は でる が
、 振動するだけ

d) シンプレクティック積分法 ( gmpkctic Integralor )

s た の シミュレート を する 上 では
、
リープフロッグ法 を 利用する の が良い

.

4
.

1
.

6
.
2 サンプリングアルゴリズム への適用

、

「 サンプリング したい分布 を plz ) = だけか とする
。 ( ZEN )

pe Rd を 導入 し て
、

同時分布 を 𨸟 .p )
=𨸟 )㕮 ) とする

( p と Z は 独立だと仮定して いる )



(z.p ) を p p
) から サンプリング する ことで

、 区 は p と 無関係 に 𨸟 ) から

サンプリング される こと になる
.

.

p (p )
= Mp 10 、

長 ) = ITepは脇 ) と する
.

P (Z )
こ さが区 ) = で exp ( ーびか と表す

、

← 𨸟) > 0 なので この ように表せる 、

同時分布は
、

胸が さ 、.高城で外翅っ ) aexp トス卿》
= R(p)

となる
。

e Metropolis - Hastings法では 、
提案分布 q (刺し ) から の サンプリング を し て い た

、

Hamiltonin Monte Carlo では 、
代わり に を SH# 1 0. Ia ) から サンプリングし

、

(5 , p ) の 位置から のだけ 時間発展 さ せ て 得られる

。
本当は これの leapfrog 離散近似 を考えて いる 、

ttrplz.ptな物 ) へ の遷移 を考える
.

.ft戦で の 体積保存性 から
、
推移確率密度 が

T て+2まき
た (側翎リ =

ep (ーた䘏) +711側 ) が

と表せ
、
更に 可逆性 より 同様に

71鯯 (側泖に弣がた翎 )

も成り立っ
、
すると

、

水珋 )が聊、
1 1 .が exp 1-7115が .

p (例で伽倻リ =

expに脈州



Hamilton ian は 時間発展で不変 なので
、

水珋 )が聊、
1側 =

p (例で側翎 )

と詳細釣合い条件が成立 し
、 𨸟、p ) は この Markov連鎖の 定常分布

.

. 実際 は 石 を適用する かわり に leapfrog による シミュレート を行う ので 、
数値誤差

のため にHamilton im は 完全に保存されるわけ ではない
、

→ Metropolis法での採択率

A (任が䘏 )に min ( 1 、 森側 に min ( 1 . exp ( -711酬+711側 ) )

を利用する
、

数値誤差があっ て も
. leapfrg法では Hzp ) -71物)

となる ので
、
採択率は 1 に近くなる !

Me ( Hamiltonan Monte Carlo )

Input : PH .
E > 0 , Le Roi NI 。

Output : Markov連鎖 はな!

1. が を ランダム に初期化 i

2. for i = 1 . . . . .
N - I doi

3
. p ~MP 1 0

.
Di un Unit (0 . 1 ) ;

p が
4. (利が) ← leapfog.inば、 p ) i r ← PPT i

5. 科に が Hue min (1 . r ) else で

6. rerum {がり ! .
.



41. 6.3 Langevin 動力学法 .

. Langevin動力学法 ( Langevin dynamies method ) i

L = 1 と した HMC
.

leapfrog の式 を まとめて
、

がた が +9がた が+9 (がき者で鯺が
= がで者で賭式卵

により N を計算する
.

7巡を そのまま 採択 して しまう こと で計算 を 簡便 に する
.

. 少し ランダムウォーク 的な 挙動 がある
、

4. 1.7 Gibbsサンプリング
.

i 分布 p (区 ) から 直接 区 全体を サンプリングする の が難しい とき
、

区 = ( Z
. . . . .
品 ) と M個 に分けて

、
次 の よう に逐次的 に

r Gibbs分布からサンプリングする の に使われた
、

サンプリングする ( Gibbsサンプリング )

Aly (Gibbsサンプリング )

Input : p ( 区 )
=

p (あ . . . . .
列

、
NE 名。

Output : サンプル {がY 、

1 で '
: ランダム に 初期化 ;

2 for i = 1
. . . .

.
N - 1 doi

3 form : 1
. . . . .
M doi



4. 嵇" ~ p (列がグッズが、
弘が

. . . .
.
区で )

rerum { ( 区が . . .

がげだ。

・ サンプルを 得たい 変数の数が膨大 な とき
、
複数の確率モデルが組み合わさった

巨大な確率モデルから のサンプリングに利用する と よい
、

u Gibbsサンプリング は
、
採択率が 常に 1 の Metropolis法 。



§4 .

2 最適化 に 基づく推論手法

- サンプリング-_-法 最適化 に其選

・確率的な近似
.

・ 決定的 な近似
、

✓ サンプルサイズ を 増やせば V 収束性能 が 良い
.

厳密解 に近づく X 厳密解は 決して救らない
、

X 必要なサンプルサイズ が不明 。

X 計算コスト が 膨大
、

〈 問題設定 (再確認 ) >

H = {x
. . .. .

哬 : 観測データ
、

@→勝0
2 = は

. . . . .
N : 潜在変数 (非観測 )

PH .2 ) = pHは 仈が𨛺伽は脳の 確率モデル

の Fdp (か 。

事後分布 が 2 1 H ) を 求め たい
、

4. 2.1 変分推論法

o 変分推論 ( Variational Inference ) i

分布の集合 D に 属する分布の うち
、
分布𨸟 ) でうまく近似する

"

分布 では ) を

(何らかの ) 変分問題 9畑 ) =

Argmin8 [q) を解く こと で 求める 手法
qt8
_
函数の函数

"

SiO → R を 汎函数 ( Functional ) という
、



Remark ふつう は 変分問題を 解く際には変分法 を 用いる が 、 ここ で扱うもの は

変分法を 明示的 に 使わなく ても 解ける

。 事後分布 について
、 Bayesの定理より

plala ) = 門爾州では川が
⇐> log pは 1 H ) = - log PH ) + log PH . 2 ) .

PH . 2 ) は 確率モデル ( これは 自分で設定 したもの に なっ て いる )
.

しかし
、

周辺破 pH) =カ (H . 2 ) は
、
モデル が複雑になる と

解析的 に計算できない
.

0 2 について の 適当な分布 qは ) を 考える .

log PH) = log PH . 2 ) - log p (2 1 H )

の 両辺 qは ) について期待値 を とる と
、

fqmlogpmdが伯柳は
、湘 一伯柳はMM

( hh.s.tl。們 )和た = logPH )

( r.h.si

忯る ) log環・

_、舞 M

= En ) [ log臖]堀唎磊]

堀の 1109瓔1 +毗側が2呦 。

f.の堀は、 1109臖) とおく と
、



log PH ) = LW +17岻(み仍は呦 を得る
.

MBack- Leib Ier dergence は 非負なので 、

10 9 P (H ) 3 £ [ エビデンス
.

モデルが与えられた とき の データ で の出現する尤も らは
、

LW は 対数周辺尤度.mn?n の 下界を 与える
.
これを

エビデンス下界 (evidence Lower Pound : EBO )
、 あるいは

変分下界 ( Variational Lower Pound ) という
、

if . )邸は 1 01 ) を 10 について 最大化するの は
最尤法の枠組み 、

log PH ) が救 ら なく ても
,
L [q) を 最大化する ことで

log PH ) の (下から の ) の評価 が得られる
。

Remark ・ FW に 一 LW を変分エネルギー ( Variationdenerg ) という .

. f [q] の 設計の仕方 は 他にもある
、

は) Renyi Lower Bound .

. f (2 ) に Argで× LW rqに よらず一定
、

= argniaxlog_D.iq甽明呦)
= argni.DK?Np(2HD.

→ qは ) が pは 1 4 ) を うまく 近似する よう に最適化 している
、

.DK、 [q(2 ) 11MM] 3 0 で 、 等号成立 は q日に MH ) の とき
、

pは 1 4 ) は pH ) の ためにたまらなかったので
、
これでは 意味がない

. . .

→ 考える分布 q を ある 範囲 8 に 制限 して しまう
、



oq を扱いやすい 分布 に できる が 、
代わり に表現力が 制限されてしまう ため 、

近似精度に は限界 が ある .

. 制限 の仕方
.

I. q を パラメトリックな分布 qは 1 4 ) に 制限する
。

・ パラメータ f を 変分 パラメータ (Variationd parameter ) と いう .

→ この とき ELBO は f の函数 L (f ) に なる 最適な パラメータ が を決める に は
、

どこ arg.mx L )

を 適当 な最適化手法を 用い て 解けばよい
、

2. 平均場近似 ( meanfeld approximation )

で は . . . .
.
3 M ) と M コ に分割 して

、
独立性を仮定 i

qlが酴 (お )

→ 各近似分布 qは ) . . . . .秋の ) を 順に それぞれ最適化する
。 9 (す ) について の最適化 をする 他 の q.la ) に打 ) は固定する

、

坳
堀唎器で1/9(か 驅 (か ( log PH .3 ) -群 q、

1が logq、明
湉は州驅は珋胊は頫

がた外

滹 /9日) log q.はない倒す ) log &は、渦



ここで
、 /驅は logPH .2Mi厖[ logPH .2 ) ] と書き

、

景公は ) log q、(る)は、
= const . に 注意すると

、

£ 1が 19日) (厤, [ logPH .3 1 1 - log q、
明 d? + const 、

さらに
、 log PH .3 ) = 嗝[ logPH .2 ) ] + const . となる分布 が (H .3 )

を考える 。
すると 、

11が fq、
(す ) logt.j.TN?+consi.=-Da1q,は州胙す ) ] + const 、

よって
、

秋の )

=

皪邶
= arqy.DK、 [ g (す ) H PHB ) ] ←

一般には ここで 変分法 を使う ことで最適解を求める 。

ここで は KL diverger.ee の最小化なので 簡単 、

= PH . 2)

e 1時[ logPH .2 1 1 ) 。

科の ) が分布 になる よう に
、
正規化定数を計算する と

、

exp ( 厤、
[ logPH .2 ) 3 )
IT

座標降下法
科の ) =

y ( 厤
、
[ logPH .

が ) i 「

r

→全て の 因子 q、 (す ) を適当 に 初期化 して
、 各9は、

) を 上式 で逐次最適化する 、

LW は各9 に関して凸なので 、
この スキーム で f に 収束する 。



Remark IN

= 142 ) log ?な?※M

= 14311呦(列が log臖)は
= 臨 ) [ log pは 1 2 )]が、 19日 ) 11晌 )1

.

f [q] → max とする とき

第 2項 : 観測データ の対数尤度の q による期待値

→ なるべく 大きく なる
.

logPH 12 ) を最大にする 2 を う と して
、 q(2 )

= 0(すう ) (デルタ分布 ) の とき最大

第2項 : q の 1つに対する KL-divergeu.ee
→ なるべく 小さくなる

、

qが 1つ から 大きく 離れた分布 になる の を防ぐ
。

(正則化の効果 )

変分推論 により得られる qh 、
2項 の バランス の とれた解 に なっ て いる

。 変分 EM アルゴリズム (Variational expectationmaximizationdgo.JO
潜在変数で は . . . . . 死 } の 他 に

、
パラメータ が存在する

状況を考える
.

03 : データ数が 増える につれ次元が増える (外延的 )
④

.fi 固定次元 ( 内廷的 )
、
/

v

' モデル : PH . 2 .
0 ) = pH は 、 卵は甽

一歳



o 変分 EMアルゴリズム では 、

晌 、 10 )が2 1甽に 912.01 ) = qmq 1 0 )

と 平均場近似を して 変分推論を行う
。

。 変分 Estep : パラメータ の近似分布 q( ) を 固定し
、

潜在変数の近似分布 q(2 ) を 更新する 。

蛸 ) = 邶 (廐 ) [ log PH . 2 .
0 ) ] )

拗 (酗 )は興は 。

ここで
、

exp (Et ) [ log p( H . 2 .
4 ) ] )

= exp (Et ) [ log p( H . 3 1 10 ) +109 P D
。
3 に依らない

= exp (Et ) [ log p(たみが城区秘邸( )
ーー

なので
、

拗 ( Ewa ) [ log p( H . 3 1 10 ) ] )は

二

exp ( Ea。 [ logNA )と (Et ) [ log p(t.IN )は
、

結局 、

蛸に 邶 (Et ) [ log p( H . 2 1 10 ) ] )
拗 (酗は 1 09 0翅は 、

と更新する
.



。 変分 M - siep : 潜在変数の近似分布 q(2 ) を 固定し
、

パラメータ の近似分布 q( 10 ) を 更新する .

qu ) =
邶 (辰は ) [ log PH . 2 .

0 ) ] )
拗 (臨は 吨學

先 と同様に
、

exp ( En ) [ log p( t.3.IO ) ] ) が依らない

r
=

explEdlogp1t.lI0IDexplEdlogpII-explEqdlogp1t.lI0IDexpllogp@D-.p
) exp ( En , [ log p( H . 2 1 10 )D

.

よって

qu ) =
,
喇叭区は1ogplt.gl?p(l0)exp(Eqcaflogp(H.3ll0)Dd0

と 更新する
。

d) (通常の ) EMアルゴリズム
、

に は事前分布を設定 しない

L

モデル : p (H . 2:10 ) =

pは 12:01 ) p 13:10 ) .
0

0 は パラメータ
。

④ について
、
対数尤度

○が一〇選
logNo) = log / 1で、 2:01 )は

を最大化する ( 10 の 最大推定 ) .



2 について の 適当な分布 qは ) を考える と
、

logNo) = logNo)/42 )は
= /絇 ) log p 1で出る 冷た緗 =䧺ば
tqm峪、聚楽
派は 1 log

'唎※d3 +/9日) 109鳶。 M

= /qは 1 log
'唎※d3 +1た颱仰は 1で町

、

ここ で ftp://?llog?Yd3 と おけば
、

logNo) = 4 [q] + 1)岻は 1 1呦で 011

3441.ie
下界 4 [q] を に関して 最大化する ことで 尤度 を 最大に する を 求める

このため に 、 q d について 交互に最適化 していく
、

o Estep : 10 を 固定 して q ( 2 ) を 更新する 。

r
qに依らない

ftp.logpl?ti0_)-DaK3Np(3HiM なので
、

秋が ayy 4 [q]
=

organ Ddd玔呦で町

= 呦が、 10 )
.

( す の 事後分布 )

この とき
、

この 期待値を とるための ステップなのでE

step.tt] =倁柳は、 2:10旧忯が術では汪緋卯仇は呦 + const
.



o Mstepiqは ) を 固定 して を 更新する
。

10 =

Tax La [q]

=

argue /43 1 log PH . 3MM

=

arggax Eqは ) [ logPH .2 i 10 )] .

← 10 について最大化するステップなので Mftp.

。
最大化してる ので

.

• 以上の Eftp.Mstep では 6卬 が減少する こと はない
.

Estep を 行う前の パラメータ を
"

と する
、

Estep 終了後 の 9 を ビ とすると
、 Left] = log PH ;瓞) が成立 、

Msup 終了後 の パラメータ を 10
"とすると

、 袋(2 ) = p(は 1 Hi 科) なので

log PH : がり = L・毱 +1たば甽晌はがり] M.se
について最大化

3Liがいた、 1では 11門が、 がり)
し

ている ので

Seq] >.6㘅

= log PH ;科) +Daley ) 11門は秕が
がたにいて成立

= log PH ;科) +1では 1の側晌が、 6門1
.

3 log PH ; 10が

よって EM dg。 1 ステップで 対数尤度は増加する
、

秕に 科の とき
、
また その とき に 限り 等号成立

、

対数尤度が 収束 した とき の パラメータ が 最大推定量に なる
。



4
.

2
.

2 例 : 平均場近似による潜在変数モデル の 学習
、

a 潜在変数モデル ( latent Variable Model ) による次元削減 を扱う
。

・ H = {K
. . . . .
が } ERdi 観測データ

で は . . . . . 死 } EN : 潜在変数 ( lad )
.

Ni を Zi で 表現 して
、 データ の圧縮

、
可視化

、

特徴量抽出 など を 行う
、

o PCA 、
ICA

、
行列分解 、

K- means など が このモデルで表現できる

4.2.21 線形次元削減への適用
、

o 仮定
.

WE Mae ( R ) を パラメータ 、 の? > 0 を定数 として

pH 1 2 .
W ) =𨛺 (のは 、

W ) 消川の 1 Wzn
、昡 )

IRA 人

凹
w igj

「㘅

一ti
3 の 事前分布 i 晌 )飡ルは 1 0

. I )

W の事前分布 :

W = ( 𩛰 ) (meが 、
だっ 0 : 定数 と して

、

p (W )
= だMw いた 1

.

j



o モデル i

PH .2 .
W ) = pH は 、

W )晌、 W )

がでは.my?pm0が闐
。 事後分布 pは 、WI H ) を 次で近似 :

Plain IN a q(2 ) q( W ) .

変分推論 (変分 EM dg。 ) を 行う .

i 回 目 の 更新後 の近似分布 を q、 (2 ) 、 q、
( W ) と書く

、

o 変分 Estep . B の 近似分布 を 更新
、

q.、 (3 ) a exp ( Eq.cm/logp(H.3lWD.w に依らない

= explEq.cm [ log PH 1 2 .
W ) ] + Eq.cm瑚週

二 explEq.cm 1呦 (列が )呦 ( log呦 )

= 加仰 ( Eq.cm [ log pは 1 2 .
ND

。 変分 Mftp.W の近似分布 を 更新
.

q.、 (W) ap (W )城臨は logPH . 2 1 W )] )

の が柳 (臨は呦は 1 2 .
W ) 1 )

_

。 各 step の計算 を もう少し進めてみる
.

log p (H 1 2 .
N

= log個Mが 1 W列 が玔



こ た logNIN Wz. . が長 ) は、
Wに依存しない頃 は

Const
.
に まとめる

.

N

= If區 ( an-Wa )での - W- ) + const .

h : 2
スカラー なので転置 を とっても 同じ、

r
= 一 音訓の
_

たが「Wait + ズWwa ) + const
.

N Const .

= 一 音点 (ぶWWが 2_蚜の ) + const .

よって 、

ズWI スカラー なので転置を とっ ても同じ

Eq.cm/logpHl2.w ) ]
T

-貢則が E.am IWW )が 2 y.im 1ち ) + const .

=
一 高聡川鮓緋蟵)が 2玔聡悪いい甽) +const .
臨は呦は 1 2 .

W ) ]

=
一 涼則臨の iWnn -2がW驅の甽 + const 」 で 品も同じ

=
一 音淳 ( EganNihon)] - 2がWEqe 、 1甽 + constでいがた (BA)

= 一家だ (Eq.it#aiID-2aiWEq.い甽 +いた嚩
-京利臨 (嘿珂弘疏) - 2がW臨は、甽 + const

= 一 言淳信打臨唯遅 an
- 2の ル臨唯理」 ) + const

、朝鄖
= 一 京剡騚臨唯遅 an

- 2臨唯」だが + const

-音剡騚臨唯通wi
- 2臨川甽聡 .im ) + const .

T

= 一副達何臨唯通 an
- 2が臨は惻町 ) + const .

N

= 一 音※飛臨唯通)an - 2河車が臨綱 ) + const



変分 Estep での 更新 は
、

logq.tl?l=logp(2)tEq.cm1logpHI2.wDtconsi.
-琥起が音書側鮓 、紙は蟵)が 2玔臨長以甽)
t const

.

=
一琥ぼば醜E.in、朝がさは総一転の甽)teyni

Ez.in い た為、yznm
-琥 (ぶたたが 2式で晶がい) + const .

淐 logMale- たが
N

つまり
、 GM ) = ロル(列 fzno たが 、

右辺 は各 で の 分布 の積の形なので
、 qit、 (2 ) = 首和 (zu ) と独立な形に

書けて
、
各 n = 1

. . . . .

N に対して

q.、 ( zu ) = N(玔がいい 、
たぶ

が岵清た感が E.am的 、

た、には醜Ein,䚯ド
と更新すればよい 。

転は明 と E.q.cmG郎 については 、
次の変分 Mftep の更新 の結果から

計算する
。



変分 Mstep での 更新 は

logq.tw)

= log p(W ) + Eq.tlogpは 1 2 .
W ) ] + const .

-瑋だ呫は雑豅臨唯甽町
-2が駹ヶ臨は甽 + const .

- きた例だお謊臨唯訓町
-2が駹秒臨は甽 + const .

N.in
-瑋 (がたた.im -2げたたけげい) + const 、

清 logMmHg 、い
たが

つまり
、 和 (W) = 武MmHg 、い

たが

右辺 は各町 の 分布の積の形になっ て いるので
、 和 (W) = 武和 (w) と独立な形に

書けて
、
各 j = 1 . . . . .

d に対して

q.、 (wj ) = MmHg 、い
たが

Mwii 高たいな群体和は 1側
-1

ない (だな謊臨唯甽
と更新すればよい 。

結局
、 q.la ) も q.ly ) も Gauss分布なので 、

期待値が計算でき
、

E.am 1明 = Eqiwi邸泂、
i

,

him [𢭐痴のに門に 道 +Nini 、

記で率憓い惻

聡煕臨唯利



廐は刓 ニ 臣
和(ふ)は] 沢では 、

臨は、自利荘和田川は列 = Ez.int/zn.i+.fiin.
最終的 に

、
以下の よう に Gauss分布 の パラメータ を 更新すればよい こと が 分かっ た i

[変分 Estep]

た、いば事でいた
。
だが、ini)で

d

tzii高道は たが、 Amie

[変分MTJ

感i (だだがただただ転状でいた
がwj.in =

2

面 で
w.in 産 のりかがいる

、

4. 22.2 混合 Gauss分布への適用
.

. 連続な潜在変数 は の代わり に
、
離散の潜在変数

S = { s
. . . . . a } E { 0 .

1で
、 営 Snk = I ( n : 1 . . . . . N )

を割り当てる こと で
、
クラスタリング が できる

.

. 仮定
、

W = (w、いか e MaK (R ) (MEN ) を パラメータ 、
の3 0 を 定数 として

、

pHは 、
W )病昨 1 a.lv )准Mal Wa 、 がた ) .

S の 事前分布 : p (S )消 Cat (a IN ( 元 : 定ベクトル )

W の 事前分布 i の3 0 と して p (W )淄ル(m、
1 0

. で長 )



・ モデル i

PH .
S

.
W ) = p(HIS .

W)p (Sir )

=側が咖 (n
〇〇罽

。 事後分布 NS.WIH ) を 次で近似 :

NS.wlt ) - q (S ) qlw ) .

変分推論 (変分 EM dg。 ) を 行う .

i 回 目 の 更新後 の近似分布 を q.H.q.tw ) と書く
、

o 変分 Estep .

S の 近似分布 を更新
、

q.、(S ) の城 T.im [ log p (t.SI w) ] )
=

pは邶 ( T.im [ log p (HIS w) ] )

の 変分 Mftp.W の近似分布を 更新 、

和 (W ) の plw )城臨は log p (t.SI w) ] )

の plw )城辰-[ log p (t.tv ) ] )
に 名切 の計算 を もう少し進める .

log p (HIS ,
w)

=
一または WW、 一言 がWa ) + const .
-琥 (鵬 a.nu )で総蚱諭鎡.nuHouse
= 一琥駹 た 。げ厨繇.nuHouse が

いで添 !き!



-_-また※前mini t said + const .

よって
、

Eqiw, [ log p (HIS ,
w) ]

=ま齰 (前崛い碔け磁が眠い甽 + const
.

感が log p (HIS ,
w) ]

= ま〖※tEqual]MinuitEqualsdim ) + const .

変分 Estep では 、

loe.IS )

= log p 18 ) + Eau, [ log p (HIS ,
W) ] + const .

=鯱 Cal側で齰 (前崛い碔けなai Elgin甽
+ const

.

=瀧州嶰、清辰.int?Eqidk_D+const.=:logQn.k.it2=
た座 Snk 109 Qn 、km

+ Const
.

i+ 1
,its

Thai "

蘞 , T.it蕺 ) と死と
、

.it1 .it1

logq.IS ) 淐 log Cat (al畷) q.is ) = 泣 Cat (alだが
右辺 は 各私 の分布 の積の形 なので 、 和 (S )清和 ( En ) と独立な形に かける

。

各 ( n = 1
. . . . .

N ) について
、



の、kに exp ( logが京 T.im碔ばたが Eq、いい)
こ た城高 T.im碔ばたが長い甽 ( kが 、

K )

た、灬、
二

の "には
一 ( 1に 1

. . . . .
K )

、
だい = (𩛰! )産のn 、Ku
i

qu.la/=Cat(sn1畷)

と 更新すればよい 、

変分Mstep では 、

logq.ir )

= log p(W) + Eid log p (t.lv ) ] + const 、

一意感w.im。また※吉臨は別 initEqualhim )
t const .

K

= 一記 (ぼだ君臨は別)mini 2mi (想臨いと別に 1
zz

wt
const

.

で 幟
で たが、い

-_-さ齲域の品を Pm - 2球器を「恥) + const 、

普Nhmlii 、 嗎 )
、

⇐> q.tw)淄Mm、 1がいい の金が
、

右辺 は 各Mc の 分布 の積の形なので、 qdw )道和 (an ) と 独立な形に かけて
、

各m ( K 1 . . . . .
K ) に対して

、



q.、 (wk ) = Atmelがいい嗎され 、

嗎いぼ感臨飛明
tii ※ Equals 、

飛

と更新すればよい 。

分布の形 が 分かったので期待値 を計算する
.

N(MelMai , 焏た ) の とき

T.im#d=EqwdwD=fk.i m の 各成分maj はそれぞれ

r Nhヅ然 ) に 従う .

Eid痴の 1蜘嚥 転の 1峭 1

=感が生きた ) = dt.it fini .

Equal ] = Equal ] T.k.in 。

以上 より
、
パラメータ の 更新式は 次の とおり

、

[変分ETJ

のnkii曜が京 (dt.tt㗅が高がNi )

球一 の "には

蘞、
だいに 儀! )

には
、で1

-

1変分 Mstep]

ii. = ぼ感球が?
fkii 暐彧がいいで 、



4. 2.3 Laplace近似 .

' Laplace近似 ( Laplace approximation ) i

。
事後分布が列など。

複雑な分布 を より 簡単な Gauss分布 を 使って近似的 に表現する手法
_

u 分布 𨸟 ) の モード ( mode ) i 𨸟 ) の 極大値 を 与える 点 、

u Zi近似したい分布 が別 の任意のモード
、

Zについて
.

Gauss分布 では 、 logMzly 、

己 ) =
一 では 一

µ )ではµ ) tit .

の形 になって いる ので 、 log𨸟 ) を Z。 まわり でTylor展開 して みる
.

log𨸟)
=t) + 価邸略述は列 + とは甽毗側訓 (洲

Const
.

+011は玔リュ(脳呦鉥は列 + ではが信仰甽訓 (玔 + const

Z は PH ) の モード であり 、
109𨸟 ) の 極大値でもある ので、

脳側畑。

= 0
.

ゆえに 、

log PH ) さまはボ側ogp甽訓 (玔 + const .

よって
、
1 (列 : -_-肌卯 (甽

琢
とおけ 、気

丮 がモードなら
、
1 12 )は 正定値行列 .

log p(z ) = ー ま ( z- )な例 (za ) + const 、

⇐> p(か - Cupは ( z- )な例は玔 =ル(硇
,
1 1が) と近似できる

。



u 適当 な最適化手法で 𨸟 ) の モード 死 を 求め
、
1は ) を 計算する ことで

近似 Mzは、 1 1が) を 得る
、

Remark ・ 多峰的 (Multimodal )な分布では 、
モード 丮 の選び方により 得られる近似が

異なる
.

i モード z。 近傍 のみを考慮した近似なので
、
分布全体 を近似でき て は い ない

、

o Hesse行列 の計算 をする 必要 がある

と plz ) が 実変数の分布でない と
、
直接適用 できない

.

4.
2

.
4 モーメント マッチング による近似

、

42.4.1 モーメントマッチング
、

- 分布𨸟 ) を
、
より 簡単な分布 qlz ) で近似する 。

1仮定] q(か は 指数型分布族
、 i. e . .

q (列が h (か城が娘) - a (か) .
'

P を qで 近似するため 、 1つ の q に対する KL-divergence.DK、 1𨸟 ) 11 /が別
( forwardklidiverger.ee ) を最小化する .

Remark - 変分推論では reversekdivergenceDNqlz.gl Hp䘏 を最小化 していた
、

今回 は
、

「

P を 真 の 分布 とみたとき の
、 q の P からの 解離度 」 を最小化する

.

. 解く問題 は ザ =

漿で 加川玔秘別 jqが分布 となるような範囲 、

但し
、
H = 1, 1咷(が1甽が坳側坂 < a I



Ddp甽 q(区別 を整理してみる
、

脳側雄別 = /𨸟) log
,,綦dz://Nogphk.IN剕紾の頃

-.- Ep [ log q(列が配興
Const .

= 一房[ logHz ) +が娘) - a例 + const
.

= 一酙1oght.ee が酙せ䘏 + a(か + const .

Const
.

= 一 が酙せ(か] t a (か + const 、

よって
、 グ =

aym (
ー が西側 十例 。

[Claim] ー が酙せ𠝏 + a(か は について 凸函数
、

日 -が酙せ𠝏 は y について 線形なので凸函数
は定値 、

疢 (が𡝂(か ゝ 0 なので 凸函数 凸函数の和 は
、
やはり 凸函数 図

[Claim) 自然、 パラメータ が 動ける 空間

な例咷(が1姒が坳側 dz < a I

は 凸集合
し

た が た EH 、
な E (0 . 1 ) と し て

、 M. t (1-の作 EH を 示す
。

拗 ( 1のがないが坳伯傾

= /叭のかを眺がい)が城側dz

=ハ毈袽州城が城)瓿)頃



← (1哬駒脈)頃)で城が坳伯)頃)
"

に H older の 不等式 )

< b
.

図

以上より
、
この 問題 は凸最適化問題なので 、 極値 が最小値 を 与える

.

.

. .

一 駆にしかい 肜側がグ
= 0

-

) 毗が臥坳
⇐> 区秘砂 [娘)に Ep毗(が

結局
、 q を 指数型分布族に 制限 した際 の 最適な q は 、

十分統計量姓 ) の

pによる平均 と qによる平均が 一致する よう な パラメータ が を選んだ とき の q (かが) に なる 。

この よう に し て 近似する手法 を モーメント マッチング ( Moment Matching ) という 、

Remark . 𨸟 ) のモーメント とは 区 ~𨸟) の とき の 席的、 西に列 などの 量 を いう
.

取引に𠝏 は
、 p (z ) の モーメント ではない の だが

、 指数型分布族 qty ) に対し 、

「

M
= 臣秘砂 [娘) ] の ことを モーメント パラメータ

」
と呼ぶ

、
実際

、
女 = 女(か の分布は

ref ) 吉田 数理統計学」、

秘が脈柳(がせ ー物 ) であり
、 廐烑た豚(が痴烑的 なので

M は qHin ) の 1次のモーメント
、

「
モーメントマッチング」 とは モーメント パラメータ をあわせる こと

、
と考えられそう

。

制御分野での 呼び方がもと
、42.4

.

2 /反定密度フィルタリング
. . .

Online Bayern Learning
"

iweak marginalにいたい
"

とも
、

r.仮定密度フィルタリング ( assumed densiy filtering )

データ 02,02
. . . .

を 逐次的 に 学習 する
.

パラメータ の 事前分布 を p (0) と する と
、
データ と を観測後 の 事後分布 は

、

p (10 18)の (0.1/0)/01 ) となる
。
尤度函数 p (0. 1 01 ) と p ) が共役なら 、



p M . p (0 10 .
.

0
2 ) 、 p ( 10 1 8.

.

0
2
.

83 )
.
. . .

は全て p 10) と 同じ形 の分布 で 解析的 に計算できる
.

c 共役でない状況を考える
. p( 10 1 8 2 ) に対する近似分布 とし て

、 p( 10) と同じ

分布になる よう q、 1 0 ) を設定し
、

q. 10に は 10小部 (8.101朓ノ
、
名 =/姚朓)90 .

と近似する
. G は q、 101 ) =

argy 名は甽 q、 (町 により決定する
。

P が指数型分布族の とき
、
これは モーメントマッチングで できる

、

以降も
.

q. 10た の 1 0 ) = だが8:10 )q 、 10) 、 Zi://8ilyi.tt 、

q. (A = arg.my/Nrd0Nqi(町
と近似し て いく

、

こう する こと で
、 q、

( 10 ) たち は 同じ分布 を保っ た まま逐次的に

事後分布を 更新していける
。

以降 t.lt ) = p (8:10 ) と 書く
.

4
.

2
.
4

.
3 1次元 Gauss分布 の例 .

Mt.in )珋(ーだ0時0彧がgai)
に

qi ( 0 ) =ル( 0 1Mi 、
い ) の 場合

、

これは指数型分布族なのでモーメントマッチングでできる
。

十分統計量は 女10に俐
、 には 10 ) の 正規化定数は

、

Zi /秋01910)d0://i.IO)
と

歴城法 ( 0がり0
.



まず
、

t.bgでは
漚Hect (剉0

= ru、 1 0 )

= Elliot (0 -add0
= も (Enea ) .

i. Ere , [0 ] = tit Vit logでは .

糸売 い て
、

t.bgたし

、
(Oi)= 嘉/枇0 )高は意も一 城誂i)d0.frは +豔り d 0

=高/ r... . 1 0 ) (ー い +02-2µ 0 +べ )d 0
=
一 だ +詁 (En 。 107 -2µ Eno , [01 +だ ) .

i. Ere, 107 =

Vi -べ + 2
µEre, [ +2い た log Zu. .

モーメント マッチングにより
、

臨心 [0 ] = Eno ) [0 1 、 臨、。 107 = Ere, 107

とすればよい
、

Eqe 」 [0 ] 一

µい なので
. Min

= tit Vit logでは 、

Eqe, 107 = には 十µi なので、



ViVi - ( t.vn P +2に
2点 log Zu

= いい ( 1蜊跆に 2 い たり 、

各正規化定数 Z が計算できれば
、
この よう に 逐次更新が できる

、

42.4.4 ガンマ分布 の例
、

-

qi (0 )
= Gam (Ola

,
b) =

の

厖
が どど : 0

= expllai.tl/og0-bi0+ailogbi-logNai) )

の場合
一
指数型分布族

。
十分統計量 は 姚に (嵆)

には 10 ) の 正規化定数は
、

品 (ai.b://fu.IO ) Gam (0 1 ai.be )d

0時1
。 10 1

= たり_/ 0 f、 1 0) 厖が どこか 0
do

こ てい_/杣 厖が どどか 0
do

=
in

Nail )
Zaibi)がい者には 、 b://Na.ua )

= が超!が_で魦
= aMai )

Ere , 1 109 0]

= 板)-/ logOf、 1 0)樴 どど :Odo

= 坂、-1 た。 1 0)樴 (煮 ど)で 0
do

= 板、_雑品/た。 1 0) どどか 0
do



= が斑雑料忍派に劇
=蜊 (忍派に灤)

d
= 者 log Zdabi ) 十 - log Mai ) - log bi 、

ここ で 、 ディ ガンマ 函数 弘に点 log Na ) を 使う と
、

Ere , 1 1, 0に 点 log Zdabi ) +4 (a ) - log bi 。

モーメント マッチング を する と
、

a. a た。 (aiは 、
bi)

Eqe、 1 0に 塔 =

bizu.TEqu.co
、 [ log 0] = 4(an ) - logbii点 log Z.dai.b.lt#ai)-logbi.

と なる
。

この 更新は数値的 に 行う しかない
、

この 妥当性は不明

。
もちろん KL-divergev.eeは最小にならない

。 解析的な更新式を得る ため
、 log 0 の 代わり に 0 の 平均 を あわせる ことにする

。

無姓な

二 %」感/0 f、 1 0) 厖が どこか 0
do

こ てい_/た ( 0)
が
厖 どなど

に 0
do

=
en

Maia)
Zaibi) Ta者 (aiな ん )

ニ) に出た」 (9+2 .に )

が名は (ai.by 、

更新 の ため に は
、 以下 の よう にする

。

a. a た。 (aiは 、
bi)

Eqe、 1 0に 塔 こ

か でい𥫣 、

感心は器で※感だが
、
ダイがえどが迎城)?



aizidait_b.at 第 2式に代入 し
、Qui Di Zu」 (a.be)

t.aizidait1.biz/=(ait1)aiZit.(a_i).AiZidait1.bi_)jiTbiZalai.bi)bizidai.be ) bi た」 (abi)

なる aた。 (a+ 1 , b) =
いる )9izi.de:9?Zu.(ait1.biepbi-

Di Zu」 (a 、bi)

(aいる )でい、 (ait2.biaizidait1.biz)る

前こいか )※
-

Di Zu」 (a.be)

洲 :だな管が iiit
i. bibi ( さ嵓りが※ - 幽!で迎城)?
aiai 超! は"幽 ( 恋!答げ※ ー と娘が迎城)

と

一、 a ( しんな )では 19い2.bilz.yzi.la
には 、 bi )

2
-

a )?

各正規化定数 Z (a, b ) が計算できれば、
この ような更新が できる

、

4.2.5 例 : モーメントマッチングによる プロビット回帰モデル の 学習
.

p Tombability Union ら きている

。 プロ ビット 回帰 ( Probit regresson )モデル :

2値分類 の ための 一般化線形モデル の 一つ
。

モデル による 出力値 は分類確率

の リンク函数 は プロビット函数 ( probitfunc.li

Probit (p )
= が(p ) .PE 1 0 . 1 ) ← あ は標準正規分布の df

d) ロジスティック 回帰も 同様のモデル 。 こちら は リンク函数が 口ジット函数 ( Logic func . )
「

r
ロジスティック函数の逆函数

.

対数オッズ比
」 ともいう .

log邶 ) = log若 .pe (0 は )

の 一般化線形モデル
、

ロジスティック回帰より も プロ ビット回帰 の方 が外れ値 に 敏感らしい
. ( PRML Ch .

4. 3 )



o 入力 i H = {N
. . . . . N } ER ,

← 多次元で も できる

クラス : y = { y . . . . . . y . }

プロビットモデル : p (ylx.ru/=#ymc).(wER は パラメータ )

尤度函数 : pは 1 で w ) =𨛺 (が、
w ) =𨛺 ( ywa ) .

w の 事前 分布 p (w ) =ル( w 1 0
.
uol.lv 。 > 0 は ハイパー パラメータ )

の モデル の 周辺尤度 は

pは 1 4 ) = 1時1 た w ) p(www.

これは 解析的 に計算 できない ので、 データ を 一つ ずつ追加 しながら

仮定密度フィルタリング をする

.fi (w) = p( y 。 1 つに 、
w ) とし 、 パラメータ w の 事後分布 を

q. ( w ) =Mw lain )

で近似する
。 µ。

= 0
. q。 (w) =がドル(www. ) とする

.

i ステップ 目 の 更新は

知 ( wに 臿 た (w ) q.tw )

を モーメント マッチング で 行え ばよい .

. 正規化定数

Zi / 1つ伽 1つには 、
w )Mwlmvi )dw

は 解析的 に計算する ことが できる
。



では
= 0 の とき

、 P (yu、 1つには 、
w ) = あ (0に も

この とき Zi / あ (0 )Mwlm 、
vddw = 珈に も

、

• た。 キ 0 の とき
、 Ya E { II } なので Tinyでは キ 0 .

Zn

=だ あ (Yumi
'

歴城だ (mm )り dw

=バ さ

歴城だ (mm )りり!"涪城が州 dw で蘞 とが

w

だ と

巫城だ (mm )
2

)は涪城が制誠りたが、 ddw
mm ) にWt とすと

、

=/ 1

歴城だい )は 浩expHniyishwsuds@insun.ffさ

歴城だい )は涪城が制で、 (いがたはい れた積分順序の
M 変更

が 酷い、知は詣城だが城が、球性も小
1展開

だ 「エは詣城訓城がiyieue) du) dv燜
こど "エ城型がツル! '諾城訓が、

_

だが、
)は+2にxiyiuuDdu)dv

二 Cu、 1平方完成

だ嚳城堅がい )は詣城礐 (uti.tt鎔と
、
du)dv

-だ嚳城 に興 + iilは諸城礐 (いしに し

稭)
2

)ddd
.

ここで
、

1で諸城礐 (いいし

_Ddu

ニ、恵信甕城礐 (い たに し

_Ddu

=荒ドル( ulさ一、無) du =読 、



よって 、

Zi

= ド覺城 に興 + iiil荒 du

=ド 、
ではか
ー

"
一城まで ( ciT )に ) dv
2た ( 1+ City )

=ド で蕪城も ない匪に) du
.

=ド がで貳城までには謡い) du
.

z._ 」
かな韮に h、 v

と おく と
、

Zn

= 1で濼城が)磯
ニ あ (dim )

= あしたな9it_M.ggItwxiyi

これは では = 0 の とき も 定義 され 値が 一致する ので
、
任意 の が、、 ERで成立 、

以上 より
、
Aui

知和が
とする と Zi あ(au)

、

Itwxiyi

モーメントマッチング を 行う
。

t.bg𨂻
= Zi志弘
=恥が涪城𧪄 ) t.at、



= 恥が涪城弘訓雄
志 logでは

= Ziたまな

=恥が涪城強りた au
3 3

つになかなM
- も 恥が涪城弘訓

(蕊t
= 一話 (an )器城弘訓t 、

よっ て 更新式は
,

Mint に t.bg?im+1aTDlaiexpHai).
にいいで 1 (t.bg品に 2た嵶)
ii.iに恥が城 ai )颸聡濤城がが雑)2た

=がださあ(aiはexpta.it篊聡柳は訓 ) .

42.6 期待値伝播法
、

e 仮定密度フィルタリング : 一度学習 した データ は 捨てて しまい
、
再び 学習に使わない

、

✓ メモリ効率 は 良い

X 逐次的 に 入っ て くる た夕 の順序 に近似結果 が強く依存
.

. 期待値伝播法 (expectation Propagation )

仮定密度フィルタリング を バッチ学習も できる よう に 一般化した手法
、

最適化の過程で同じデータ を何度も 用いる ことで
、

精度 の高い近似 が できる
.



o パラメータ に 事前分布 p 10 ) を 設定し
、
各 の が plの 1 01 ) に 従う とする

。

考えるモデル は
、

PH . 01 ) = p ( 10 )𨛺は 1 01 )
、

ここで
、

f ( 10に { PIM ( n = 0 )
n

p 1の 1 01 ) ( n = 1
. . . . .
N )

と する と
、 p (H .

01 ) = 首 fn 101 ) と表せる
。

fn を 因子 (factor ) という
、

「 事後分布 は
、

p 11014 )
= ITPH .

01 ) =t.nl 。

この 事後分布 の 近似を
、

次の よう に近似因子 か の積で表す :

p 11014に q ) =が見た 101 )
.

1で正規化定数 )

F を 指数型分布族の 分布 に して おけ ば
、 q も指数型分布族の 分布 に なる

.

.

q( 10 ) が p ( 10 1 H ) を よく近似する よう
、
各自 を 逐次的 に 更新する

.

q( 10 ) の パラメータ を適当 に初期化 しておく
、

現在 の 4 01 ) を qaa ( 10 ) と 書く
、

f の 更新を 行う
、

まず
、 qoa ( 10 ) から n番目 の 因子を 取り除く i

qn ( 10) =
to
I (0)

か の 代わり に fn を 用いる 分布 を r ( 10) = また 10 ) q.nl ) と し
、



新たな近似分布 qnew( 10 ) を 次 をみたすよう に 更新

q。 1 01 ) = argni DNH 119呦 、

これは
、 q が指数型分布族なので モーメントマッチングで できる

、

最後 に
、
I を次の ように 更新する 、

打 4 ) ← など-0い
q.nlが 、

以上の 更新を n : O . . . . .
N に対して繰り返し行う

.

0 以上 の 計算 は
、

各Zn が 計算 できるならば 実行可能

・ 収束性 については 理論的 に保証 され て は いない が
、
実験的 に は 良い性能 を 示す

、


